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Presentacion 





La educación es reflejo y producto de la sociedad en la cual se 
desarrolla. En la actualidad, la educación se caracteriza por ser 
conservadora, memorística y acrítica. Su real transformación va 
más allá de propuestas puramente académicas. Sin embargo, a 
partir de una nueva perspectiva en el proceso y los materiales 
educativos, es posible fomentar estudiantes de nivel óptimo, 
sensibles y críticos frente a los problemas nacionales y mundiales. 


La Asociación ADUNI promotora de las academias ADUNI y 
CESAR VALLEJO, con más de cuatro décadas de experiencia en 
la labor docente, consciente de la necesidad de una nueva 
propuesta educativa, se plantea el objetivo de contribuir en la 
superación de las limitaciones del sistema educativo vigente. Para 
tal fin, se orienta a elevar el nivel cultural, académico y formativo 
de estudiantes provenientes de los sectores populares, 
principalmente; nivel que les permita acceder y continuar 
superándose con solidez en las distintas universidades y demás 
centros superiores de estudio. 


En esta oportunidad presentamos el Compendio Académico 
de Matemática, Geometría. Esta publicación, de la academia 
CESAR VALLEJO, contiene un marco teórico — práctico, objetivo, 
sistematizado y didáctico que permite estudiar y comprender la 
Geometría Euclidiana. Como material de consulta es idóneo para 
los alumnos y docentes del nivel secundario y preuniversitario. La 
presente obra constituye la síntesis del trabajo colectivo 
practicado por generaciones de profesores, estudiantes y 
empleados identificados con nuestra institución. 


Finalmente, los integrantes de la Asociación ADUNI 
saludamos y reconocemos el esfuerzo de quienes bregan para 
lograr una educación científica y humanística. Asimismo, 
reafirmamos nuestro compromiso de servir a los objetivos de los 
sectores más amplios de la sociedad. 


Asociación ADUNI 
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Segmentos y Angulos 





Objetivos 


Al finalizar el presente capitulo, el lector estará en la capacidad de: 


@ Establecer las posiciones relativas de dos rectas en el plano y además las propiedades de los ángulos 
determinados por dos rectas paralelas y una transversal. 
= Conocer la definición de distancia entre dos puntos y entre un punto y una recta. 


Introducción 


El hombre de la prehistoria, con sus conceptos primitivos de número y de medida, es probable que halla 
contado con los. dedos u otros objetos y que halla medido las longitudes de ciertas líneas comparándolas con 
ciertas partes de su cuerpo (medición antropométrica) . Entonces, el hombre de esos tiempos ya tenía la idea 
de línea, el cua! fue perfeccionando para lograr el desarrollo de la humanidad (los egipcios en la construcción 
de las pirámides, los incas en la construcción de andenes) 

También el hombre ya tenían la idea de ángulo, lo que sirvió para dar forma a figuras cerradas que usaba 
para delimitar los terrenos de cultivo, dar forma a los bloques de piedras para las edificaciones 

En la actualidad también notamos el uso de estas figuras en el diseño de ciertos objetos. 


[Elementos fundamentales de la geometría 


—— = 





Los objetos que están en nuestro entorno nos dan la idea intuitiva de cuerpo geométrico, 
superficie geométrica, línea y punto. Una vez adquiridas estas nociones intuitivas, la mente hace 
abstracción de los cuerpos materiales que han tomado de base y pasa de lo concreto a la 
abstracto. Para la geometría; el punto, la recta, el plano son elementos fundamentales que no 
se definen, sólo surgen de la idea partiendo de la realidad y formulando después las propiedades 
que caracterizan a cada uno de estos elementos. 


Representación gráfica de un punto 
. À Notación: Punto A 
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Representación gráfica de una recta 





Representación gráfica de un plano 


Notación: 
Plano H; OH 


| Segmento o 





CONCEPTO 
Es una parte de la recta comprendida 
entre dos puntos, a los cuales se le denominan 


extremos del segmento 





A B 


Así, en el gráfico se tiene el segmento de 
extremos A y B. 


Notación: Segmento AB: AB 


LONGITUD DE UN SEGMENTO 

Expresa el tamaño o medida de un 
segmento y resulta de la comparación del 
segmento con otro, que es tomado como 
unidad (metro); por ejemplo: si un segmento 
contiene 3 veces Ja unidad (metro) entonces 
dicho segmento tiene una longitud de 3 m. 

Si la longitud de un segmento no se 
conoce, ésta convencionalmente se indicará 
con una letra latina minúscula. Así , del 
gráfico anterior, a es la longitud del segmento 


AB; entonces AB +a 


et 


AB : se lee “longitud del segmento AB” 


PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO 
Es aquel punto que pertenece al 
segmento y que lo divide en dos segmentos 


parciales de igual longitud. 





m -> m —— 





Si: M £ AB y AM=MB; entonces M es el punto 
medio de AB. 


OPERACIONES CON LAS LONGITUDES DE 
SEGMENTOS 





En la figura los puntos A, B y C son colineales 
y consecutivos, entonces, se establecen las 
siguientes operaciones con las longitudes de 


los segmentos. 





Adición de longitudes de segmentos 
Del gráfico: 


[AC -AB + BC) = [t -a +b) 








Nota ;— —— 


La distancia entre dos puntos, es la longitud de 


segmento que tiene por extremos a dichos 
puntos. 








Sean P, y P, dos puntos dados. © 
Sı: P P, =d x a 
Luego: 2 ra 

Sustracción de longitudes de segmentos d: distancia entre P, y P, if ss 

Del grafico: e 

[AB =AC-BC] —la -(-b] 
Ángulo 
DEFINICIÓN BISECTRIZ DE UN ÁNGULO 


Es aquella figura geométrica formada por 


dos rayos que tienen el mismo origen. 
A dichos rayos se les denomina lados y al 
origen común vértice del ángulo. 







Región interior 
del ángulo AOB 


Elementos 
Lados: “OA y “OB” 
Vértice: O 


Notación: Ángulo AOB: 4 AOB 


Medida del ángulo AOB: m4 AOB 


Ím < AOB =0) 


Es aquel rayo ubicado en la región 
interior del ángulo cuyo origen es el vértice de 
dicho ángulo y que forma con sus lados, 


ángulos de igual medida. 
A 
P 
a 

O B 
En la figura OP : 
bisectriz del ángulo AOB. 
Entonces: 


(a4 AOP m4 POB 
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CLASIFICACION DE ANGULOS 
Segun sus medidas 


Angulo agudo 
Es aquel angulo cuya medida es mayor que 0 


y menor que 90° 


En el gráfico el “4 AOB es agudo 
entonces. 


oe — 


0°<f<90° 


Angulo recto 
Es aquel ángulo cuya medida es igual a 90”. 


A 


p 
O B 


En el gráfico el < AOB es recto 
entonces: 





[B = 90°| 
Angulo obtuso 


Es aquel ángulo cuya medida es mayor a 90° 
y menor a 180°. 


A 
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En el grafico el <AOB es obtuso 


entonces. 


‘90° < {}< 180° | 





Segun la posicién de sus lados 


Angulos adyacentes 

Son dos angulos que tienen el mismo vértice 
y ademas estan situados a distinto lado de un 
lado comun. 


A AB 


En el gráfico los ángulos AOB y BOC son 
adyacentes. 
Se cumple: 


Ángulos consecutivos 
Se denominan así a dos o más ángulos 
que son adyacentes con su inmediato. 





En la figura los ángulos AOB, BOC, COD, y 
DOE son consecutivos. 


Entonces: 


‘m4 AOE-a-f-0+y7) 


CAPÍTULO 1 





Ángulos opuestos por el vértice 
Son dos ángulos que tienen el mismo 
vértice y además los lados de uno de ellos son 
las prolongaciones de los lados del otro en 
sentido contrario. 
A > 


En la figura los ángulos AOB y MON son 


opuestos por el vértice. 


Se cumple: 


Im 4 AOB -m< MON | 





"ONE ) 
Es decir: ¡a =P 


Ángulos complementarios 


Son dos ángulos cuya suma de sus 
medidas es igual a 90°. 


a fB M 


En la figura se tienen los ángulos 
complementarios AOB y MQN. 
Entonces: 


fe +B - 90°) 


j 


Sea C(a): complemento de &. 
Entonces: 
| C(a) = 90°-« 


lo Académico 


Ángulos suplementarios 


Son dos ángulos cuya suma de sus 
medidas es igual a 180°. 


A M 


x 

B O Q N 
En la figura se tienen los ángulos 
suplementarios AOB y MQN. 


Entonces: 
x + y = 180” 


Sea S(x): suplemento de x 


Entonces: 
S(x) = 180” - x 
ÉSA wen" 


La distancia de un punto a una recta. es la longtud 
del segmento perpendicular a dicha recta trazado de 
dicho punto 








Sea: PH. Y (He Y). si PH=d 
T 


= d:distancia de Pa 


POSTULADO DE PLAYFAIR 
Por un punto exterior a una recta sólo se 
puede trazar una recta paralela a ella. 
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Angulos correspondientes 


En el grafico, si P es exterior a la recta 4. 


Entonces por P solo se puede trazar 


Y, 1 Y (recta x, paralela a la recta £). 


ÁNGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS 
PARALELAS Y UNA RECTA TRANSVERSAL 

Al trazar una recta secante 0 transversal 
a dos rectas paralelas, se forman ocho ángulos 
cuyas medidas guardan ciertas relaciones. 


así tenemos: 


Ángulos alternos internos 


Sea: F, Ii T, entonces « y f son las 
medidas de dos ángulos alternos internos. 


pr 


Se cumple: ¡a =p 


Ángulos conjugados internos 
2 
x 
> 


Sea: EN ll T, entonces x e y son las 


medidas de dos ángulos conjugados internos. 


Se cumple 
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— _ 
Sea: 4, / “a. 


medidas de dos ángulos correspondientes. 


Se cumple: |m =n | 


PROPIEDAD 








Si: Y, // Lo, entonces: |x =p. 0] 


En general 





Entonces: la+b+«=x+y -z| 





entonces m y n son las 


CAPÍTULO I í Hei codes lot 


_Pro 


En una recta se ubican los puntos 
consecutivos A, B, C, D, y E tal que: 
(ADXBE) =80m*, calcule: AD-BE si: 
AC+BC+CD+CE=18 m (AD>BE) 


A) 3m B) 2m C) 2,5m 
D) 3,5m E) 4m 


Sean los puntos colineales y consecutivos 
A, B, C y D tal que: BC=AB+1 y CD=AB- 3. 
Calcule AD; si AB es mínimo entero 


A) 1 B) 9 C) 10 
D) 12 E) 13 


Si al suplemento del suplemento de un 
angulo se le aumenta el complemento de 
un angulo cuya medida es la mitad de la 
medida del primero; ello resulta igual a 
la tercera parte del suplemento de dicho 
angulo aumentado en 60°. Calcule la 
medida de dicho angulo. 


A)18° . B)72° C) 36° 
D) 54° E) 45° 


Calcule: a, si L,//L, y L,/L;: 





A) 44° B) 43° C) 45° 
D) 46° E) 48° 


AAA FS ARES A 


5. 


o 


A 


Según el gráfico mostrado. Calcule x si 


BUDA TIT. 





A) 43° B) 45° C) 48° 
D) 49° E) 44° 


En una recta se ubican los puntos 


consecutivos A,B,C y D 
si (AB) (CD) =(AD) (BC) y 


Calcule a+b+c+d 


A) 3 B)2 C)6 
D) 4 E)5 


Se ubican los puntos consecutivos y 


colineales A, B, C y D tal que M es 


punto medio de AD. Si BC=2 m, 
E y AM="7m. Calcule AD. 
AB CD 8 
A) 16m B) 18 m C) 14 m 
D) 15 m E) 12 m 

13 


ZO 


8. 
9. 
10. 

Y 

O 

OD 

z 

> 

A. 1l. 

O” 

< 

Q 

o> 

= 

N 

O 

o 

5 

= 

O 14 

m p 





En una recta se ubican los puntos 


consecutivos A, B,C y D donde AD = sad 
y BC = 140. Se toman los puntos medios 
P y Q de AB y CD. Se ubican los 
puntos medios M y N de AQ y PD 
respectivamente. Calcule MN. 


A) 10 B) 20 C) 30 
D) 40 E) 50 


En una línea recta se ubican los puntos 
consecutivos A, B y C de modo que 
AB-BC=12. Calcule la longitud del 
segmento que tiene por extremos el 
punto B y el punto medio del segmento 


que se obtiene al unir los puntos medios 


de AB y BC. 


A) 3 B) 2 C)1 
D) 1,5 E) 6 


En una recta se ubican los puntos 
consecutivos A, B, C,D, E y F de modo 


que AC , DF i, Calcule (ACID) 
AE BF 


(BD CE) 
A) 1 B) 1/2 C) 2 
D) 1/3 E)3 


En una recta se ubican los puntos 
consecutivos A, B y C siendo M, N y Q 
puntos medios de AB, MC y BN 


respectivamente, si NC-AM=10 y 
MN>MB, calcule QM. 


A)5 B) 10 0) 15 
D) 20 E) 2,5 
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12. En una recta se ubican los puntos 


. i , E 
consecutivos A, B, C y D, si 


AC CD 
-BC)=(BCXCD) y — - — = 
9(CD-BC)=(B AB AG 
Calcule AC. 
A) 4 B)5 Cr? 
D)9 E) 11 


13. En una recta se ubican los puntos 


consecutivos A, B, C, D y E de modo que 


BD+AC+BE+AD+CE= = (AEXBD). 
E 
ul 4 
Calcule AE BD 
A) 5 B) 5 C) 2 
8 4 5 
D) Å p2 
5 2 


14. Las medidas de dos ángulos adyacentes 
se diferencian en a°. Calcule la medida 
del ángulo que forman el lado común a 
dichos ángulos con la bisectriz del ángulo 
que forman las bisectrices de estos 


ángulos. 


A) 0,4 a° B) 0,25 a° C).0,33 a° 
D) a° E) 0,5 a° 


15. Los ángulos consecutivos EOD, DOC, 


COB y BOA, si m4EOA=90° y las 
medidas de los ángulos AOB, BOC, COD 
y DOE están en progresión geométrica de 
razón 2. 


16. Se tienen los ángulos consecutivos AOB, 


CAPITULO I á flo Aca = 





le el complemento del ángulo — ...o e. e. 
Sega E r p 18. Enla figura L, / L, y a /b, 
determinado por las bisectrices de los 
ángulos BOC y DOE. çakcule x. 
A) 24° B) 56° C) 37° 


D) 26° E) 36° 





a 
A) 10° B) 20° C) 15° 


BOC y COD de modo que: 
A k D) 40° E) 30° 


(m«AOB )(m4BOD ) + (m4AO0C ) 
(m4COD) = (m4AO0DXm<BOC) y 
(m4A0B) (m4COD) = k. 

Calcule la m4BOC. p-a=10°. 


19. En la figura, calcule x, si LT y 


A) y2k B) 2/k C) ¥3k 





D) 3/k E) yk 
17. En la figura, si L/L, y 6 es la medida de A) 100° B) 110° C) 120° 
un ángulo agudo. Calcule el mínimo D) 115° E) 125° 


valor entero de a. 


20. De la figura “Ly // T , calcule x. 





A) 89° B) 44° C) 46° 


A) 45° B) 75° C) 105° 
D) 31° E) 61° D) 125° E) 135° 
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Regién 
interior 


Tridngulo 


Objetivos 
Al finalizar el presente capitulo, el lector estará en la capacidad de: 


E) Emplear adecuadamente las propiedades de los triángulos de acuerdo a las condiciones dadas en un 


problema. | E 
@ Establecer la diferencia que existe entre las principales líneas notables asociadas al triángulo. 


E Reconocer e identificar los triángulos congruentes según los casos que se van a plantear . 


Introducción 


El hecho de que el hombre de la prehistoria, al construir sus lanzas dándoles formas puntiagudas 
(triangulares) para poder lograr mayor facilidad en la caza, nos muestra las primeras nociones que se tenía con 
respecto a las formas, lo cual era algo netamente práctico, inclusive en algunos de los casos era casual 
(producto de su constante interacción con la naturaleza). 

Un conocimiento más profundo y ordenado del triángulo lo tuvieron los egipcios en la construcción de las 
pirámides, llegando a establecer la noción de igualdad de formas y tamaños.más adelante los geómetras de 
aquel entonces denominaron triángulos congruentes y los usaron para estudiar las propiedades del triángulo. 


Posteriormente serían usados para establecer medidas angulares y distancias, por ejemplo: el ancho de un río, 
la altura de las pirámides, etc. 





Triángulo 








— e 


DEFINICION 
Es la figura geométrica formada al unir tres puntos no colineales mediante segmentos. 


B Elementos: 
Vértices: A, B y C 
Lados: AB,BC y AC 
Notación: 
E G Triángulo ABC: AABC 
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CAPÍTULO II 


REGIONES DETERMINADAS RESPECTO AL 
TRIÁNGULO 


xr A 
B 


A AX Región interior 
Región exterior 


relativa a AB Region exterior 
relativa a BC 


noo... - 


E A/ ` C 
/ Región exterior "a 
relativa a AC 


En la figura se indican las regiones 
que se han determinado respecto al 
triángulo ABC. 


ÁNGULOS DETERMINADOS RESPECTO AL 
TRIÁNGULO 





+ Medida de los ángulos internos : 
- a, p,0 
*« — Medida de los ángulos externos : 
- x,y,z 
e Perímetro de la región triangular ABC 


(2PaaBc) 


ae 


| 2Prapo -arb+c] 
j 


tt 


Semiperímetro de la región triangular 
ABC (pyanc) 


| Ps anc 
\ 


iGo Aca 


TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL TRIANGULO 


Teorema 1 
En todo tridngulo la suma de las medidas 
de sus ángulos interiores es igual a 180°. 





En el AABC, se cumple: 


a+f+6=180° 
Teorema 2 


En todo triángulo la medida de un ángulo 
exterior es igual a la suma de las medidas de 
dos ángulos interiores no adyacentes a él. 





En el AABC, se cumple: [x=a-B| 


Teorema 3 

En todo triángulo la suma de las medidas 
de los ángulos exteriores considerando uno 
por vértice es igual a 360". 





En el AABC, se cumple: x+y+z - 360° 


— eS 
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Teorema 4 

En todo triángulo al lado de mayor 
longitud se le opone el ángulo de mayor 
medida y viceversa (propiedad de 


correspondencia). 





! 

A 
Enel AABC, si: | a>c | 
Entonces : | a>0 | 


Teorema 5 

En todo triángulo la longitud de un lado 
es mayor que la diferencia de las longitudes 
de los otros dos y menor que la suma de las 
mismas (propiedad de existencia). 





A Y 
En el AABC, sea:a>b>ce 


Se cumple: |b-c<acb-c | 


TEOREMAS ADICIONALES 





En la figura se cumple :| x =a +p +6 | 
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En la figura AAOB y ACOD presentan 
un ángulo interior opuesto por el vértice. 


AA os 
Se cumple: atp a-y) 





pA 


En la figura se cumple: | a y-0-p) 


B 


A C 


En la figura, P es un punto interior al 
AABC, se cumple: 


(p<PA + PB -PC<2p | 


M 


p: semiperímetro de la región ABC 


CLASIFICACIÓN DE TRIÁNGULOS 
Los triángulos son clasificados de acuerdo 


a las medidas de sus ángulos o la longitud de 
sus lados. 





Según las medidas de sus ángulos 
Triángulo rectángulo 
Es aquel triángulo que tiene un ángulo recto. 





En la figura, m4ABC = 90° 
AB y BC: catetos 

AC: hipotenusa 
Además: œ + 8 = 90° 


SEZA 
Teorema de Pitágoras. 

En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la 
longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los 
cuadrados de las longitudes de sus catetas 


En el E». ABC se cumple: | b? =a? +c? 


Triángulo oblicuángulo 
Es aquel que no tiene ángulo recto y puede 
ser: 


Triángulo acutángulo. Es aquel triángulo, 
que tiene sus ángulos internos agudos 








En la figura: 
a< 90° ; PB<90” ; 6<90° 


Ademas se cumple: 


a?cb? +c? 


Triángulo obtusángulo. Es aquel triángulo 
que tiene un ángulo interior obtuso. 





A, o e 


En la figura a> 90° 


=> | A ABC: obtusángulo, obtuso en A 
Además se cumple: 


Según las longitudes de sus lados 
Triángulo escaleno 

Es aquel triángulo, en el cual, sus lados 
tienen diferente longitud. 





En la figura; si: a, b y c son diferentes entre sí: 








=> Í AABC : escaleno | 











Además: «, f y O también son diferentes. 
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some, LINEAS NOTABLES ASOCIADAS AL TRIANGULO 


Cevíana | 
Es aquel segmento que une un vértice 


punto del lado opuesto o de su 


Triángulo isósceles 
Es aquel triángulo que tiene dos lados de 
igual longitud. oe 


prolongacion. 





RA 





A —b — t 


En el AABC 


En la figura: si AB=BC 


= | AABC: isdsceles i 





+ D pertenece a AC 





AB y BC: laterales = BD: ceviana interior relativa a AC 


AC: base 

Se cumple: a4 BAC -m< ACB) +  Epertenece a la prolongación de AC 
A = BE: ceviana exterior relativa a AC 

Triángulo equilátero 

Es aquel triángulo cuyos lados son de igual Mediana 

longitud. Es una ceviana que biseca el lado al cual 


es relativa. 





C 


A M 
En la figura, si: a=b=c pt 0 —_— 1 — 


= |AABC =equildtero 
sat 


En el AABC 
M es punto medio de AC 


= BM: mediana relativa a AC 


CAPITULO I Compendio Académica. 


Mediatriz 
Es aquella recta perpendicular a un lado 


que biseca a dicho lado. 
La mediatriz de un lado de un triángulo debe 


considerarse coplanar al triángulo 


£ 





En el AABC: Y” 1 AC y AM=MC 


to 


= “{ : mediatriz de AC 


Altura 
Es una ceviana perpendicular al lado, al 
cual es relativa; la posición de una altura 


respecto al triángulo depende del tipo de 


triángulo. 
B 
A H G 
En el AABC: 


= BH: altura relativa a AC 





En el & ABC 


= BH: altura relativa la hipotenusa AC 





En el Á ABC: obtusángulo (a > 90°) 
AP: altura relativa a BC 
CQ: altura relativa a AB 


BH: altura relativa a AC 


Bisectriz 
Es aquella ceviana interior o exterior que 
biseca a un ángulo interior o exterior 


respectivamente. 


Bisectriz interior 


B 


A C 
En el A ABC: AD bisectriz interior 


relativa a BC 


21 


Jouuvosuies Aq pouuerss 


na demia CESAR V. O 
A S 


Bisectriz exterior 





A C E 


En el A ABC E 
. BE: bisectriz exterior relativa a AC 


PROPIEDAD DE ANGULOS 
DETERMINADOS POR BISECTRICES 


Angulo determinado por las bisectrices de 
un ángulo interior y un ángulo exterior 





A 
En el AABC: 
: bisectriz del ángulo interior. 


: bisectriz del ángulo exterior 





Ángulo determinado por las bisectrices de 
dos ángulos interiores 





En el AABC 


o— 


a) Bisectrices de los ángulos exteriores. 
CI 
Entonces: | x = 90° - 2 


Angulo determinado por las bisectrices de 
dos angulos exteriores 


—— 





A C 
En el A ABC 


BE | Bisectrices de los ángulos externos 


x =90°- 5] 
.-00-5] 


En todo triángulo 1sósceles la bisectriz del ángulo exterior cuyo vértice es opuesto a la base siempre es paralela 
a dicha base. 


capPituLo WO ompendio Académico: 
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me 


DEFINICIÓN 

Son dos triángulos cuyos ángulos son 
respectivamente de igual medida y además 
sus lados correspondientes de igual longitud 
(ángulos y lados homólogos) 


| A ABC = AA'B'C' 


( Í 
AAA 











Entonces: 


m«BAC = mxB'A'C AB=A'B' 
maABC =m<A'BC' y BC=BC:' 
m“ACB = m< A'C'B' CA = C'A' 


CASOS DE CONGRUENCIA 

Para poder afirmar que dos triángulos 
son congruentes, es necesario que tres 
elementos en uno de ellos sean de igual 
medida que los tres elementos 
correspondientes en el otro triangulo, de los 


cuales por lo menos uno, es un lado 


[r riangulos Congruentes 





ttn pn teenie 


= 


Los casos más comunes son: 


Caso: Lado - Ángulo - lado (L.A.L) 

Dos triángulos son congruentes, si tienen 
un ángulo interior de igual medida y además 
los lados que determinan a dichos ángulos 
respectivamente de igual longitud. 





/ 
d L 
A. b — C A b- G 


Si: m4BAC = m4B'A'C', 
AB = A'B' 
AC = A'C' 


= (A ABC= A A'B'C' 
tii >) 


Caso: Ángulo - Lado - Ángulo (A.LA) 

Dos triángulos son congruentes, si tienen 
un lado de igual longitud y además los 
ángulos adyacentes a dichos lados 


respectivamente de igual medida 





Si: AC = A'C’ 
m BAC = mi B'A'C' 
m< ACB = m<¢ A'C'B' 


= AABC= AA'B'C' 
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Caso: Lado - Lado - Lado (LLL) 
Dos triangulo= sen congruentes, 


Ss) sus 


: a can a ntud. 
lados son respectivamente di igual longi 





B B 
\ N 
/ ds ` BR 
EOS 
A Be O A x c 
Sı AB = A'B 
BC = B'C’ 


AC = AC 
= AABC = AABC 


APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA 


Teorema de la bisectriz 
Todo punto que pertenece a la bisectriZ 


de un ángulo equidista de los lados de dicho 
ángulo. 


Bisectriz 





f 
0 B 


Sea: ‘OP bisectriz del « AOB. 


Si: R- OP .RH . OA y RQ 1 OB" 


seo—a am 


= RH-RQ) 


Además; OH -0Q 


— mm —/ 
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Teorema de la mediatriz 
Todo punto de la mediatriz de un segmento 
un 


uidista de los extremos de dicho segmento 
equidiskel Uk 





— . a ; > 
Sea: Y mediatriz del segmento AB. 


2. 
Si: Pe 4 


= PA PB, 


BA Nota ——_________——__ 


do triángulo isósceles, la altura relativa a la 
n to g 
base: es mediana, bisectnz relativa a la base y 


además es parte de la mediatnz de dicha base 





En la figura ÁABC: isósceles 
Si BH. altura relativa a la base AC 
Entonces: BH: mediana 


BH: bisectriz 


BH : mediatriz 


También: | PA = PC y m 4 BAP m l BCP 


CAPITULO I 


Base media de un triángulo 

Definición. Es el segmento que tiene por 
extremos, los puntos medios de dos lados de 
un triangulo; al tercer lado se le denomina 


base 


Teorema de la base medía 
ln todo triángulo, una base media es 
paralela a la base y su longitud es la mitad de 


la longitud de dicha base 





B 
N 
m / n 
/ / \ 
M/ NN 
f A b \ 
m / 2 Ng n 
/ \ 
f \ 
A 
A o C 


En la figura si: AM=MB y BN=NC 


MN base media 





Entonces MN l AC i y MN AC 


Teorema de la mediana relativa a la 
hipotenusa 


En todo triángulo rectángulo la longitud 
de la mediana relativa a la hipotenusa es 
igual a la mitad de la longitud de dicha 


hipotenusa. 


En la figu ra 


BM: mediana relativa a la hipotenusa a AC 


del L.ABC 


¿ntonces: IBM AC 


1) 
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TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTABLES 


Se denominan asi ciertos triangulos 
rectángulos en los cuales cons, endo las 
medidas de gus ángulos internos 


(denominados angulos notables, se tendrá 


presente una determinada relación entre las 
longitudes de sus lados y viceversa Entre los 


mas unportantes tenemos 


à~ Notable de 45° 


N 
PSN 


AQ 
un 22 


> Notable de 30° y 60° 


LA ~~ 
| 60° ™ 


~~ 2m 
m S. 


| o 
o° > 


mm 


3 
mv3 


—. Notable de 15° y 75° 


AN 
abs- /2)/ Nae + 2) 
/ ja 





TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTABLES 
APROXIMADOS 
==. Notable de 37° y 53° 


DNN 
53 





pr 5 





3m 


4m 
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tr Notable de 37°/2=18°30' 


mv10 
myv5 m 
m 
ee 
A ES a 3m 
2m 
_PROBLEMAS _ 


Dado el triángulo ABC en las 
prolongaciones de AB y AC se ubican 
los puntos M y T respectivamente, tal 
que. m<BMT = m<BCT, AC=6cm y 
BC = 4 cm. Calcule la suma del máximo 


y mínimo valor entero de AB. 


C) l5cm 
E) 10cm 


A) 13cm B) 14cm 


D) 12cm 


Según el gráfico, calcule = 





A) 14 B) 1/3 C) 1/2 


3. En los lados AB y BC de un triángulo 


ABC se ubican los puntos P y Q, si 
m<BPC+m<AQB=170°, calcule la 
medida del mayor ángulo determinado 
por las bisectrices de los ángulos BAQ 
y QCP. 


A) 80° 
D) 70° 


B) 95° C) 60° 


E) 65* 


4. Enel gráfico HC=2,5 u, AM=10 u 


calcule el máximo valor entero de BC. 





A) 10° 
D) 13° E) 9 


B) 11° C) 12° 








caPituLo me Compendia Académico | 
5. El lado de un hexágono regular convexo 8. En la región exterior y relativa a AQ de 
ABCDEF mide 2 u. Calcule todos los un triángulo isósceles ABC de base AC 
valores enteros que puede tomar DF. se ubica el punto M; tal que 
m<dMAB=90°; m<4MCA= 2m<CAB; 
A)3u,4uy5u además BM=2(AB), calcule m4 MCA. 
B)2u,3uy4u 
C)4u,5uy6u A) 10 B) 20° C) 30° 
D)lu,2uy3u D) 25 E) 15* 
E)5u,6uy7u 
9 En la “figura, se cumple 
6. Según el gráfico AB=BC, DE=3 y EC=6, m“1BPM=2(m<BCM), BP=PM y BM=4, 
calcule el máximo valor entero de FC. calcule AC. 
A)6 B)8 C)5 
A) 4 B)3,8 C)3 D)7 E) 12 
D) 3,5 E)5 
10. En la figura AM=MC, AB=BM=1 u y 
7. En un triángulo ABC se traza la altura 


BH y en su prolongación se ubica 
el punto E, tal que la 

mú¿HEA = 60? +2m <HCE y 

4m “BAC = 3m<HBC = 6m< HCE 
Calcule m<4 HAE. 

A) 10° 


B) 15° C) 12° 


D) 30° E) 18° 


BC= y3 u, calcule a-f cuando AC toma su 


máximo valor entero. 


B 
A) 10° B) 20° C) 30° 
D) 40° E) 45° 
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11. 


12. 
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Segun el 


gráfico, 


m“ ABC=70° 


m “EFC=20" Calcule x 





A) 45° 
D) 35° 


En un tridngulo isosceles ABC (AB=BC), 
en la región exterior y relativa al 
lado BC se ubica el punto P, tal que 
m< BPC=120°, 


B) 55° 


y 


C) 20° 
E) 15° 


C) 15° 
E) 37° 


¥ 


. En un triángulo isósceles ABC de base 


AB, se traza la ceviana interior AP, 


luego en AP y PC se ubican los puntos 


AM=MN=BN, m4BAM+m< BNM=82* y 


respectivamente, tal 


AP=2(BP)=2(PC) 

calcule la m< BAP. 

A) 30° B) 20° 

D) 18° 

M yN 

m<MAC=60°, calcule la m4 PAB. 
A) 37° B) 30° 


D) 22° 


C) 23° 
E) 16° 


que 


14. 


15. 


16. 
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Se tiene un triángulo equilátero, en su 
región interior y en la region exterior 
relativa a BC se ubican los puntos M yN 
MNC es 


equilatero, se prolonga NB hasta el punto 


de modo que el triángulo 
Q (BQ=MN) si la distancia de A hacia NC 
es 2 u, en ON se ubica el punto S. 


Calcule QS si mui QSA=90° y BN/MC. 


B)lu 


C) ¥3u 


E) 273 u 


A)2u 
D)3u 


En el triángulo ABC se traza la altura 
BH y la mediana CM (H en AC yM 
en AB) si AB = 20 cm, calcule la 
distancia entre los puntos medios de MC 


y HC. 


B) 5 cm C) 7 cm 


E) 3 cm 


A) 4 cm 
D) 10 cm 


Del gráfico mostrado, calcule m4 ADC si 
CD=2(BM). 





Dý H 


A D 
A) 10* B) 15° C) 20° 
D) 25° E) 30° 
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17. 


18. 


19. 


Se tiene un triángulo ABC, en AC se 
ubica el punto M, tal que AM=AB=30, se 
traza la altura CH, H « AB, calcule la 
suma de los valores máximo y mínimo 


enteros de CH, sabiendo que 


m“BAH=30"*. 
A) 31 B) 32 C) 33 
D) 34 E) 35 


Se tiene un triángulo ABC, se traza la 
bisectriz exterior BM, M € a la 
prolongación de AC, además se traza la 
BH, H e AC, AC=BH=4. 


Determine la variación de la medida del 
< BMA. 


altura 


A) (0° ; 30°) 
B) (0°; 45° 
C) ‘0°; 45°/2 ) 
D) ‘0°; 60°) 


E) (0°; 15°, 


Dado un triángulo ABC, se ubica un 


punto interior P tal que: BC = AP, 


m<PBC=m<PCB=m«PAC= 2 ABP 
5 

Calcule m4 BAP 

A) 30° B) 35° C) 40° 

D) 37° E) 45° 


20. 


21. 


22. 


En un triángulo ABC, se traza la altura 
BH en la cual se ubica el punto P, de 
modo que: AB = PC, m+ PAC = m4BCA. 
Calcule m< APH. 


A) 22°30’ 
D) 45° 


B) 30° C) 37° 


E) 60° 


En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, en AB y en la prolongación de BC se 
ubican respectivamente los puntos M y 


Q. En MQ se ubica el punto P tal que: 


m<APC=90° y MP -PQ = 


Calcule m< BAC + m4 MQB 
A) 28° B) 25° C) 37° 
D) 30° E) 26° 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BM tal que AB = MC y 
. MBC . MBC 
má == =m< ——. 
3 2 


Calcule m4 ABM. 


A) 16° C) 30° 


45° 
2 


D) 18° E) 
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Polígono 





Objetivos 


Al finalizar el presente capítulo, el lector estará en la capacidad de: 


dades 

a Definir al poligono plano y conocer sus propie | 
a cl los diversos tipos de polígonos y relacionar adecuadamente las propiedades que los caracterizan 
Introducción 


El ser humano en el transcurso de su desarrollo tuvo la necesidad de delimitar parte de terrenos de cultivo 
(región plana) mediante líneas cerradas que comúnmente presentan partes rectilineas (principalmente formas 
rectangulares, cuadrados. etc) 

En general recurrió a formas llamadas poligonales. para el cual era necesario conocer las propiedades de 
uno de los poligonos más importantes denominado triangulo También es claro que en la naturaleza se observan 
formas poligonales (panal de abejas con celdas hexagonales) Entonces el estudio de los polígonos es de mucha 
importancia porque nos ayudará explicar con el apoyo de otras ciencias lo que nos rodea. 

Los geometras de la antiguedad también estudiaron a los polígonos con el fin de tecnificar la agrimensura 
y plasmar esas formas geométricas en la arquitectura 


[Polígono Plano 


a ee SARA 


DEFINICIÓN 

Es la figura geométrica cerrada, Poligono 
que se forma al unir consecutivamente 
tres o más punto no colineales mediante 
segmentos; de tal modo que dicha 


figura límite una región del plano. 





Región exterior al polígono - 
30 





Elementos 

Vértices: A,B,C,D,E,... y P 
Lados: AB, BC, TD, DE,... y PA 
Notación: 

Polígono ABCDE.. .. P 


Ángulos determinados 





En la figura se tiene el polígono ABCDE. 


Medida de los ángulos interiores: 
(ty, Oz, Oo; Oy Y Oz 

Medida de los ángulos exteriores: 
8,,0,, 8,, 0, y O, 


LÍNEAS ASOCIADAS AL POLÍGONO 
Diagonal 

Es el segmento cuyos extremos son dos 
vértices no consecutivos. 


Ejemplo: Para él polígono ABCDEF, 
mostrado en el gráfico, AC es una diagonal. 


Diagonal media 

Es el segmento que cuyos extremos son 
los puntos medios de dos lados. 
Ejemplo: Para el polígono ABCDEF, 
mostrado en el gráfico; si: M y N son puntos 
medios de AF y ED respectivamente, 


entonces MN es una diagonal media. 





CLASIFICACIÓN DE POLÍGONOS 


Por la región que limitan 
Polígono convexo 


Es aquel polígono que limita una región 
convexa. 


C 


A 
G 


En la figura el poligono ABCDEFG limita 
una región convexa, entonces el polígono se 
denomina convexo. 


Polígono no convexo o cóncavo 
Es aquel polígono que limita una región 
no convexa. 


A 


En la figura el poligono ABCDEFGH 
limita una región no convexa, entonces el 
polígono se denomina no convexo. 


Por las medidas de sus elementos (lados y 
ángulos) 

Polígono equiángulo. 

Es aquel polígono cuyos ángulos internos son 
de igual medida; dicho polígono siempre es 
convexo. Además sus ángulos externos son de 
igual medida. 
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En la figura el polígono 
equiangulo | i 
e: medida de sus ángulos interiores 
Ə: medida de sus ángulos exteriores 


ABCDEF, es 


Polígono equilátero 

Es aquel poligono cuyos l 
longitud; dicho polígono pue 
no convexo. 


ados son de igual 
de ser convexo O 





\ y {— m- Q 


E SS =D Poligono no 
nas Conver o Concavo 
DE y MNLTQ 


En la figura los polígonos ABC 
son equiláteros. 


Polígono regular o 
Es aquel polígono equiángulo y equilátero a la 


vez. 





En la figura el polígono ABCDEF es regular. 

O: centro del polígono regular (punto de 
concurrencia de las mediatrices de los 
lados). 


Ángulo central 

En un polígono regular, se define el 
ángulo central, como aquel ángulo cuyo 
vértice es el centro del polígono y cuyos lados 
contienen a los extremos de un lado de dicho 
polígono. 
En el gráfico.: 4AOB: ángulo central. 


32 


_ Academia CESAR VALL > 


PROPIEDADES DEL POLIGONO 
. En todo polígono de n lados 


_—— 5 
I , b 
| Na vertices = N° tados = N° de ángulos inte rnos n | 


Lie 


Suma de medidas de los ángulos 


internos (Si) 





En la figura el polígono es convexo de n 


lados. 
Entonces: 
[S,= 0, +09 +-...+0, = 180”"(n-2) 





También se cumple en polígonos no 


convexos. 


«e Suma de medidas de los ángulos 
externos de un polígono convexo 
tomados uno por vértice (S,). 


En la figura se muestra un polígono 
convexo de n lados. 


Entonces: 


| S, = 360° | 
j 


(sólo para polígonos convexos) 


CAPÍTULO lil es ¡Acódéóm 


e Número de diagonales de un 


polígono 
- Número de diagonales trazadas desde 


un vértice. 





lados 





- Número total de diagonales 
En todo polígono de n lados 


ín- 
| Ne total de = n(n-3) 





diagonales 2 


« Numero de diagonales medias de un 


polígono 


Mín -1) 2 


M(n-2) Ma 


En la figura se tiene un poligono de n 
lados. 

Sean: M,, M,, M;,...... , Mn los puntos 
medios de los lados del polígono. 


rm 
o 


9 
N diugonales medias - n — 1 
de 1 punto medio 
ri 


a a 





- Número total de diagonales medias 


En todo polígono de n lados 


nin-1; 
mw dias 2 


N° total de diagonalra 





Medida de un ángulo interior en 
polígonos equiángulos 





En la figura se muestra un polígono 
equiángulo de n lados. 
a: medida de un ángulo interior. 


Entonces: | a - 1800-2) 
| n | 


Medida de un ángulo exterior en 
polígonos equiángulos 





En la figura se muestra un polígono 
equiángulo de n lados. 
0: medida de un ángulo exterior. 


f 
Entonces: 60 - - 
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En las siguientes proposiciones indique el 

valor de verdad. 

I. La diferencia entre el número de 
diagonales medias y el número de 
diagonales en un polígono es igual al 
número de lados de dicho polígono. 

II. Si el número de diagonales en un 
polígono es el doble del número de 
lados, entonces el número de 
diagonales medias es el triple del 
número de lados. 

II]. En todo polígono equilátero la suma 
de las medidas de los ángulos 
externos es igual 360°. 


A) VVV 
D) FVV 


B) VFF C) VVF 


E) FFV 


Si el número de lados de un polígono es 


igual al número de diagonales. Calcule 


la suma de las medidas de los ángulos 


internos. 
A) 180° B) 360° C) 540° 
D) 720° E) 1080° 


Si el número de lados de un polígono es 
disminuido en 2; el número de diagonales 


disminuye en 15. Calcule el número de 


lados de dicho polígono. 
A)7 B) 8 C) 9 
D) 10 E) 12 


_ PROBLEMAS _ 


4, 


+ 


Indique el valor de verdad de las 

siguientes proposiciones. 

I. Todo poligono tiene diagonales. 

IL En un 
diagonales son de igual longitud. 


polígono regular las 

III. En todo polígono la suma de las 
medidas de los ángulos externos es 
360°. 

IV. El número de diagonales medias en 
un polígono siempre es mayor que el 


número de lados. 


A) VVVF 
D) FFFV 


B) VVFV C) VVFF 


E) FFFF 


Los números de lados de dos polígonos 
convexos están representados por dos 
números consecutivos y sus números de 
diagonales se diferencian en 12. Calcule 
la suma de las medidas de los ángulos 


interiores de dichos polígonos. 


A) 4000° 
D) 4410° 


B) 4120° C) 4140° 


E) 4420" 


Las medidas de los ángulos interiores de 
un polígono convexo están en progresión 
aritmética de razón 5”, si la medida del 


menor ángulo es 120°. Calcule el número 


de lados del polígono. 


A) 8 B) 9 C) 10 
D) 11 E) 12 


PÍTULO 111 G ng A o. 


7. 


La suma de las medidas de los ángulos 
interiores de un polígono ABCD ... es el 
doble de la suma de las medidas de los 
ángulos interiores de otro polígono 
A'B'C'D”... Calcule la razón entre el 
número de diagonales medias de dichos 
polígonos, si en número de lados de 


ABCD ... es mínimo y el número de 


lados de A'B'C'D”... es par. 
A) 2 B)3 C) 4 
D) 5/2 E) 7/2 


En un polígono equiángulo ABCDE... 
cuyo número de lados es n, las 
prolongaciones de AB y ED se 


intersecan en M, tal que el ángulo 


AME es obtuso, calcule el mínimo valor 


de n. 
A) 10 B) 11 C).12 
D) 13 E) 15 


En la figura el poligono ABCDE... es 
equiángulo. Calcule el número de lados 


de dicho polígono. 





A) 20 B) 28 C) 30 
D) 32 E) 36 


11. 


12. 


13. 


En un octógono equiángulo ABCDEFGH, 
el perímetro de la región que limita dicho 
polígono es 40 m y ACEG es un cuadrado. 
Calcule AB + GF. 


A)5m 
D) 12 m 


B) 8 m C) 10 m 


E) 20 m 


Se tiene un polígono regular de n lados 
ABCDE... y otro polígono regular de (n-2) 
lados ABPQR... interior al primero, si 
m<CBP=6", calcule n. 


A) 10 B) 12 C) 15 
D) 18 E) 20 


Se tiene los regulares 
ABCDEF... y ADMNP... tal que C, Dy M 
son colineales, calcule la razón entre los 


polígonos 


números de lados de dichos polígonos. 


A) 1 B) 2 C)3 
D) 2/3 E) 3/2 


Se tiene el poligono regular ABCDEF.., 
el ángulo determinado por AD y CE 
mide 60°. 
diagonales de dicho poligono. 


Calcule el número de 


A) 18 B) 21 C) 25 
D) 27 E) 32 


En un exdgono regular ABCDEF; se 
ubica el punto medio M de EF; 


ACNBE=!N! y AB=4 m. 
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15. 


16 


17. 





Calcule MN. 

A) 2/3 m B) 2/2 m 
C)2/7 m 

D) 2/5 m E) 2/6 m 


En un pentágono convexo ABCDE, 
m<BAE = m<BCD = 90”, AB = AE; 
BC=CD, y AC=10. Calcule la distancia 
del punto medio de ED hacia AC. 


A) 4 B)5 C)6 
D) 8- E) 10 


Si la medida de los ángulos externos de 
tres polígonos son proporcionales a 1, 2 
y 3 y el número de diagonales del 
polígono de menor número de lados es 
54. Calcule la diferencia entre el 
número de diagonales medias de los 


otros 2 polígonos. 


A) 428 
D) 460 


B) 477 C) 468 


E) 482 


En un polígono regular ABCDEFG..., las 
prolongaciones de BC y GE se 
intersecan en P, tal que la md CPE=90°. 


Calcule el número de lados del 


polígono.. 
A) 10 B) 12 C) 14 


18. 


19. 


20. 


21. 


En un polígono equidngulo, la 


diferencia entre el número de 
diagonales medias y el número de 
diagonales es 10. Calcule la medida del 


ángulo exterior 


C) 36° 
E) 45° 


A) 32° B) 35° 


D) 30° 


En la figura se muestra un polígono 
regular. Calcule el número de diagonales 


de dicho polígono. 


y TON 


A) 125 
D) 135 


B) 140 C) 142 


E) 148 
En un polígono el número de 
diagonales es igual al número de 
ángulos rectos a que equivale la suma 
de medidas de ángulos exteriores 
aumentado en 1. Calcule el número de 


diagonales medias. 


A)8 B) 9 
D) 12 


C) 10 
E) 14 


En las siguientes proposiciones indique 
el valor de verdad. 
I. En un 


polígono regular las 


diagonales tienen igual longitud. 





22. 


23. 


II. En un pentágono el número de 


diagonales es igual al número de 
lados. 

IM. En un polígono el número de 
diagonales medias siempre es mayor 
que el número de diagonales. 

IV. En un pentágono equilátero la 


medida del ángulo exterior es 72°. 


C) FVVF 
E) VFVF 


A) VVVV  B)VFFV 


D) FVFV 


En un hexágono equiángulo ABCDEF 


BC interseca a las prolongaciones de ED 


y FA en M y N respectivamente, FE 


interseca a las prolongaciones de BA y 


CD en P y Q respectivamente, 


AB CD ={L)y AF N DE ={R]. 


Calcule la razón entre los perímetros de 


las regiones PLQ y NMR. 


A) 1 B) 2 C)3 
D) 3/2 E) 2/3 


En un polígono equiángulo ABCDEFGH, 
ACEG es un cuadrado. Calcule la razón 
entre perímetros de las regiones ACEG y 


BDFH. 


A) 1 B) 1/2 4 
D) 3/2 E) 2/3 


24. 


25. 


26 


En un polígono ABCDE, AE=ED=5, 
m* ABC=m + BCD=n + AED=90" y BC=7 


Calcule la medida del ángulo 
determinado por BC y ED. 

A) 15* B) 30° C) 36° 

D) 37° E) 45° 


En la figura ABC... y ABP .. son 
polígonos regulares. Calcule la razón 
entre los perímetros de las regiones 


poligonales. 





A) 2 B) 3 Qa 
2 


J 
cJ 
| 


Si el número de lados de un poligono 
aumenta en 3, entonces la diferencia del 
número de diagonales es 15. Calcule la 
suma de las medidas de los ángulos 


internos de dicho poligony. 


C) 600° 
E) 540° 


A) 640” B) 720° 


D) 360° 
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Cuadrilátero 


Trapezoide Simétrico 


x A _A 2 APTULO IV 


Objetivos 
Al finalizar el presente capítulo, el lector estará en la capacidad de: 


© Definir el cuadrilátero y clasificar a los cuadriláteros convexos. 
E Conocer y aplicar las diversas propiedades de cada cuadrilátero. 


Introducción 


Desde la antiguedad el hombre hizo demarcaciones de terrenos, dándoles ciertas formas geométricas entre 
la que destaca la forma rectangular por la facilidad en la que consistía realizarlas y facilidad de distribución 
y medida Además esta forma geométrica se usó en las construcciones con el objetivo de aprovechar la 
estabilidad que ofrecen. Por ejemplo “la fortaleza antisísmica de Ollantaytambo” cuyas paredes están hechas 
de piedra cuya forma es de trapecio isósceles. 

Con este análisis histórico podemos percibir que el estudio de los cuadriláteros nos ayudarán a entender 


por qué muchos objetos que vemos en nuestro entorno (paredes, pizarra, cuadernos, etc.) son de forma 
cuadrangular 





Cuadrilátero 





DEFINICIÓN 


Es aquel polígono de cuatro lados. Puede 
ser convexo o no convexo. 


En la figura, ZLA ABCD: convexo 
Lados opuestos: AB y CD,BC y AD 

e Ángulos opuestos: BAD y «BCD, 
4ABC y 4ADC. 

*  Diagonales: AC Y BD 


Suma de medidas de ángulos interiores. 


a+P+-08+y = 360 





CAPÍTULO IV 


Com dio Académico ; 








B o 


En la figura, AABCD: no convexo o cóncavo. 


+ — Diagonales: AC y BD. 


CLASIFICACIÓN DE CUADRILATEROS 
CONVEXOS 

Los cuadriláteros convexos se clasifican 
según el paralelismo de sus lados opuestos, 


en: 


Trapezoide 

Es aquel cuadrilátero convexo que no 
presenta lados opuestos paralelos. 

Un trapezoide puede ser simétrico 
(trapezoide donde una de las diagonales es 
parte de la mediatriz de la otra diagonal) o 
asimétrico (trapezoide que no cumple la 


condición del trapezoide simétrico). 





En la figura, CABCD: trapezoide 
simétrico. 


Entonces: AC es parte de la mediatriz 
de BD. 





También, se cumple que AC es eje de 


simetría del trapezoide (recomendación, 
revisar tema de simetría) 


A D 


En la figura, CSABCD: trapezoide 
asimétrico. 


Trapecio 


Es aquel cuadrilátero convexo que sólo 
tiene un par de lados opuestos paralelos. 





En la figura, si: BC/AD, ABCD 
entonces ~~, ABCD es un trapecio. 

* Bases: BC y AD. 

+ Laterales: AB y CD. 

« Altura: BH. 


* Base media: MN. 


Clasificación de trapecios 


Los trapecios se clasifican de acuerdo a la 
longitud de sus lados laterales en: 


Trapecio escaleno. Es aquel trapecio 


cuyos lados laterales tienen diferente 
longitud. 


B C 


ees D 
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En la figura, si. BC//AD y AB # CD En la figura, MN es la base media del 





| | trapecio ABCD. 
=~ {ABCD : trapecio escaleno Se cumple: A 
B C Ra" Siete | a+ l 
MN // BC | = |x =- 
Vans - C _ an 4d 


A D 


En la figura m4ABC= m4 BAD = 90 

= [>ABCD : trapecio rectángulo. 

Recto en A y B. También es un trapecio 
escaleno. 





sica | A~ — YD 
Trapecio isósceles. Es aquel trapecio cuyos N 


lados laterales son de igual longitud. En la figura. JABCD: trapecio rectángulo. 
Si. M es punto medio de BC y MN 1 AD. 
a+b. 


Se cumple: ¡x = y| => |m = 








Teorema 2 

En todo trapecio el segmento que une los 
puntos medios de sus diagonales es paralelo a 
sus bases y su longitud es igual a la 
semidiferencia de las longitudes de dichas 


En la figura, si: BC//AD y AB=CD 
= (MABCD : trapecio isósceles 








eee hasan: 
| m<BAD = m<CDA | y | ac -= BD | 

Propiedades en trapecios: 

Teorema 1 


En todo trapecio, la base media es 
paralela a sus bases y su longitud es igual a la 
semisuma de las longitudes de sus bases. 





En la figura BC/AD, P y Q son los puntos 
medios de AC y BD respectivamente. 


sr 


E O 
| PQWBC |= |x - 2-2 | 
ican 9 | 


met 


CAPÍTULO IV 


Compendio Académico 





ÉZ Wia’ 


En la figura, M es punto medio de AC y 
MH 1 BD. 


Bbq Se cumple 








Paralelogramo 
Es aquel cuadrilátero convexo que tiene 


sus dos pares de lados opuestos paralelos. 





Bb 0 
IQ > Y 
(y / 
a 
4 
SA = > 
¿LA —- 
ee = >= =, 
A 





En la figura, si: AB / CD y BC/AD 
>£_ /ABCD: paralelogramo. 


Propiedades: 


—— a -_-——_— — + a o 


. AB = CD BC = AD 





ASIS MESA 

A m“BAD = m:BCD 

° m<- ABC = míADC 

: AO=0C | BO=OD | 
= E = ane ol 


Clasificación de paralelogramos 
Romboide 

Es aquel paralelogramo que tiene los lados 
consecutivos de diferente longitud y sus 
angulos interiores tienen medidas distintas de 


90". No es equilátero ni equiángulo. 








En la figura, (-7ABCD : romboxde. 


Rombo 

Es aquel paralelogramo que tiene sus lados de 
igual longitud y sus ángulos interiores tienen 
medidas distintas de 90”. 

Es equilátero y no equiángulo. 





En la figura, 4 Y7ABCD: rombo 


Rectángulo 

Es aquel paralelogramo que tiene sus lados 
consecutivos de diferente longitud y las 
medidas de sus ángulos son iguales a 90 . 
Es equiángulo, pero no equilátero. 





C 
| 
a 
| 
D 
En la figura, — ABCD : rectángulo 
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Cuadrado Teorema 

Es aquel paralelogramo que tiene sus lados de En un cuadrilátero convexo o no convexo, el 
igual longitud y las medidas de sus ángulos cuadrilátero que tiene por vértices a los puntos 
igual a 90 . Es equilatero y equiangulo, es medios de sus lados es un paralelogramo. 


decir que el cuadrado es un poligono regular 





En la figura, M. N, L y T : puntos medios de 


AB. BC, CD y AD respectivamente 





En la figura, _ABCD : cuadrado Se cumple: 


O - centro del cuadrado. | L7 MNLT : Paralelogramo | 


PROBLEMAS 


l. Del gráfico, calcule ra" ef; ARCD es in 2. Enuntrapecio rectángulo ABCD recto en 


C y D, se ubica el punto medio M de AC, 


cuadrado, ABQP es un trapecio isosceles luego se ubica el punto T en la 
y CP=2(PD) prolongación de CB, tal que 3(BC)=2(AD) 
y m“TBA=80". Calcule la m< ABM. 
Q 
B T C A) 15° B) 20° C) 25° 
D) 30° E) 40° 
p 3. En las bases BC y AD de un trapecio 
ABCD, se ubican los puntos P y Q 
respectivamente, tal que PB=PC=2, 
A AQ=3, QD=9, PQ=5 y AB. CD. Calcule 
la mo PQD. 
A)2 B)3 C)4 
D)5 ENG A) 30° BIT C) 45 
D) 53° 15) 60? 


CAPITULO IV C A 


4. So tiene el trapecio rectángulo MNCD &. Según el gráfico ABCD es un rombo, 


recto en M y N; se traza el cuadrado AM=MN y NC=2, calcule AB 


ABCD (B © MN), tal que BM es dos veces B C 

la distancia de A a MD y BM=4. Calcule 

ND. 

A) 4 B)5 C)8 A D 

D) 10 E) 12 A) 2 B) 2/2 C) 2/3 
D) 3 E) 3/3 


5. En un trapecio ABCD (BC//AD) se ubica 


el punto medio M de CD y luego se traza 9. Exteriormente a un cuadrado ABCD de 
MH ¿AD (H e AB), tal que AB=BM, centro O, se trazan los triángulos 
MB:AB y m<MBC E calcule la equiláteros BCF y CDE, tal que 


medida del ángulo determinado por AM AF ^ BE = {H}, si AB=4, calcule OH. 


BH. 
A) 1 B) 2 C) 3 
127° D) 4 E) 8 
A) 53° B) 60° C) EA 
p) 22 E) 75° 10. En un cuadrado ABCD, se ubican los 





puntos medios M y Pen AD y AB 
respectivamente, luego se traza DQ . CP 
(Q € CP), tal que NM=5 y N se punto 
medio de QD, calcule la distancia de Q 


6. En un trapecio ABCD, se ubica el punto 
medio M de CD, tal que m4ABM=90°, 


luego en BM y AD se ubican los puntos 


P y Q respectivamente de modo que a AB. 

m< PAQ=m< PBC, m4PQA=90°, BP=3 y 

Shc QM eS : A)5 B) 6 07 
a D) 8 E) 10 


A) 1 B) 2 C)3 


11. En un rectángulo ABCD cuyo centro es 
D) 4 E) 5 


O, se traza el cuadrado OCPQ (P y Q son 


a exteriores y relativos a BC) si AD=20, 
7. En un paralelogramo ABCD, en CD se 


ubica el punto N, tal que ND=2(NC), 


calcule la distancia de P a BC. 


luego en BN se ubica el punto medio M, A)8 B) 10 C) 12 
si la distancia del punto medio de DN a AD D) 15 E) 20 


es 3 y AM=15. Calcule la m4 MAD. 7 

12. Segun el grafico, ABCD y DCEF son 
A) 30° B) 37° C) 45° paralelogramos de centros O, y O, 
D) 53° E) 60° respectivamente y AB=AD 
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Calcule x. 





C) 35° 
E) 40° 


D 
A) 20° B) 25° 
D) 30° 


13. Según el gráfico AB=BC, calcule x. 


14. 


15. 





A) 30° 
D) 53° 


B) 37° 


C) 45° 
E) 60° 


En un cuadrado ABCD de centro O, se 
traza la recta L que contiene a O e 


interseca a AD. Luego en “L” se ubica 
el punto P y setraza AH. PO (He PO), 
tal que AH=2 y PO=PD=8, calcule AB. 


A) 4 B)5 C)6 
D)8 E) 10 


Segun el grafico ABCD es un rectangulo 
y CM=MD=2, calcule AD. 


B 

A D 
A) ¥2 B)22 C) 3y2 
D) 4/2 E) 5/2 
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16. En un paralelogramo ABCD, en AD yen 


17. 


18. 


19. 


la región exterior relativo a BC se ubican 
los puntos Q y P respectivamente, tal que 


BQCP es un paralelogramo y 


— Aa AM 
NBC=iM!, calcule ——. 
AP í c MP 


a) 1 B) 2 C) 2/3 
D) 3/2 E) 5/2 


En un trapecio isósceles ABCD(BC//AD) 
la base media y la altura tienen igual 
longitud, en AC se ubica su punto medio 
M, tal que DM=DC, calcule la má ADM. 





A)15° B)21" C) 36° 
De E 


— 


En un trapecio rectángulo ABCD recto en 
A y B, AB es igual al doble de la longitud 
del segmento que une los puntos medios 
de las diagonales; en CD se ubica el 
punto medio M ta] que BM=AC. 

Calcule la m< ACD. 


A)120° B) T c) 143° 
2 2 
D) 150° E) 106° 


Según el gráfico ABCD es un cuadrado y 
EFGH es un rombo, tal que BC//FG y 
ED =4(MF), calcule x. 

M 


A) 6° B) 8° 
D) 14° 


C) 12° 
E) 16° 


CAPÍTULO IY Compendio Acedémi 


20. Según el gráfico, se tienen los cuadrados 


21. 


22. 


ABCD, AGEF y CHIQ ; CH+AF =m y 
AD = n; calcule BM. 





F E 
A 
I 
D H 
A)m-n B)m+n 
B) C) (m-n)y/2 
D) nen) 2 El zaja 


En un cuadrado ABCD se ubican los 
puntos medios M y Q de AB y DC 
respectivamente se prolonga MD hasta 
P tal que MD=DP, calcule m< MPQ. 


A) 15° B) 30° 
D) 22°30' E) 26°30' 

Según el gráfico se tienen los cuadrados 
ABCD y ADEF, AM=MN=QE, calcule x. 





B 
A 
F E 
A) 10° B) 22°30’ C) 18°30' 
D) 15° E) 18” 


23. 


24, 


25. 


AD), sea M 


el punto medio de CD en AM se ubica el 


En un trapecio ABCD (BC 


punto N tal que ABCN es un trapezoide 
simétrico, si la m<BAM=m<ADC y 
CD=12, AD=18, calcule la base media del 
trapecio ABCD. 


A) 6 B) 10 C) 12 
D) 16 E) 18 


Según el gráfico se tiene el cuadrado 
ABCD, AM=MN y QC=a, calcule AH. 





a el 

"e A 0S 
Aja aie ; 
m2 E) Ê 
4 5 


En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, se construyen exteriormente los 
cuadrados ABPQ; BCMN y ACDE, si 
AB+BC =a, calcule la distancia del centro 


del cuadrado ACDE a QM 
Aba B) 2a C) 


= sy A 
D)ay2 E) 
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Cicunferencias 


| Ortogonales 


CAPÍTULO V 


Objetivos 


Al finalizar el presente capítulo, el lector estará en la capacidad de: 


[3 Definir la circunferencia, el círculo y conocer las diversas líneas asociadas a la circunferencia. 

©@ Conocer el concepto de arco y las propiedades de los arcos y los ángulos asociados a la circunferencia. 
© Definir el cuadrılátero inscrito e inscriptible y conocer sus propiedades. 

Introducción 


El hombre en a su interacción con la naturaleza. descubrió la rueda; por ejemplo, los egipcios apoyados 
en que sus terrenos eran llanos, desplazaban las rocas para sus construcciones usando troncos de árboles 
mediante la rodadura. La rueda en la actualidad sabemos que es un objeto muy importante para el transporte 
terrestre. De ahí la importancia del estudio de la circunferencia cuyas propiedades también servirán para 
estudiar otras figuras. tales como los polígonos regulares. 


Circunferencia 


S -ssttsesssseuesnnsssasense 





DEFINICION 


Es el conjunto de todos los puntos de un plano que equidistan 
de otro punto de dicho plano denominado centro. A Ja distancia 
constante de estos puntos al centro se denomina radio de la 
circunferencia. 





En la figura, se muestra una circunferencia de centro O y radio R. 


CAPÍT Š 


Una circunferencia determina en su 
plano correspondiente dos conjuntos de 
puntos, denominados interior y exterior a la 


circunferencia. 


- Si: IO<R = Ies un punto interior a la 
circunferencia. 


* Si; EO >R > E es un punto exterior a la 


circunferencia. 


- Si: OP=R = P es un punto de la 


circunferencia 


LÍNEAS ASOCIADAS A LA CIRCUNFERENCIA 





En la figura, se tiene la circunferencia de 
centro O y radio R. 


+ Cuerda: CD 

«e Diámetro: AB 

+ — Flecha osagíta: EF 

e Recta secante : “PQ 

+ Recta tangente : e 
(T: punto de tangencia) 

+ Recta normal : a 

* Arco: es una porción cualquiera de la 
circunferencia determinada por dos 
puntos de la misma, denominados 
extremos del arco: en la figura, por 
ejemplo: el arco PQ : PQ 


= 
Sri ———————— 
e El círculo. es la porción de plano que 
comprende la circunferencia y su intenor 
El perímetro del circulo es igual a la longrud 
de la circunferencia, entonces se cumple. 
| Lo - zR | 
LO: longiud de la circunferencia 
R: radio de la circunferencia. 


+ La medida angular de una circunferencia es 
igual a 360°. 


ANGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


Angulo central 





En la figura, <AOB: angulo central 


se cumple: (x = 8) 


Angulo inscrito 


En la figura, <APB: ángulo inscrito 


8 
se cumple: | x = a 
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Ángulo semí inscrito Ángulo exterior PROPIEDADES FUNDAMENTALES EN TODA Teorema 3 | | 
CIRCUNFERENCIA En una misma circunferencia 0 


Primer caso 
circunferencias congruentes, sí dos arcos son 
Teorema 1 de igual medida sus cuerdas correspondientes 
La recta tangente a una circunferencia es son de igual longitud; además dichas cuerdas 
à q perpendicular al radio trazado en el punto de equidistan del centro. 
Recta te tangencia. 
r 8 X= 2, 
En la figura, <APB: ángulo semi inscrito En la figura, < APB : ángulo exterior , 
| Ø | 9-p 
se cumple: | PES 2 | se cumple :| x = EN OT 
Ángulo exinscrito Segundo caso En la figura, si: mAB=mCD 
se cumple 


En la figura, "2. recta tangente a la además =: 
x Recta Secante 
A 
8 


PÍTULO V Co A 








circunferencia en T. 





Teorema 4 
En la figura, ¿TPA : ángulo exterior se cumple : | OT 1 “ar | En una circunferencia los arcos 
En la figura, <BPQ: ángulo exinscrito | e-p comprendidos entre dos cuerdas paralelas son 
se cumple: | x = 2 de igual medida. 
0 
se cumple: | x = — 
2 Teorema 2 


Todo diámetro perpendicular a una 


Tercer caso 
cuerda biseca a dicha cuerda y a los arcos que 


Angulo interior subtiende. 
8 
E eS 
3 > 


En la figura, ¿APB : ángulo exterior En la figura, si: AB//CD 


se cumple : | x = 6-p En Ja figura, MN: diámetro, si MN 1 AB se cumple: | mAC=mBD 
| 2 | AS 


se cumple : | AH HB) — = 
o También, si: 4, // AB 


En la figura, <APB: ángulo interior dedo además : a 
además: | x + 180° A ener eas 
_6+p P im AN=m NB y mAM=m MB se cumple :| mAT = mTB | 


se cumple: | x = =—_£ y 
(sólo en el tercer caso) 
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Teorema 5 En la figura, se cumple: 


Los segmentos tangentes a una 
circunferencia trazados desde un punto 
exterior, son de igual longitud. 


T: punto de tangencia entre las 
circunferencias. 


Circunferencias secantes 

Son aquellas cuya distancia entre los 
centros es menor que la suma de los radios y 
mayor que su diferencia. 





En la figura, PA y PB son tangentes a la 
circunferencia. 


Se cumple: | PA - PB 
además : ' PO bisectriz del daal 


¡IA cok bande Lame ae 





En la figura, se cumple : 


[R-r<d<R=r| 


AB: cuerda comun a las dos circunferencias. 


POSICIONES RELATIVAS DE DOS 
CIRCUNFERENCIAS COPLANARES 





Circunferencias exteriores 
Son aquellas cuya distancia entre los 
centros es mayor que la suma de los radios. 





En la figura, se cumple : | d >R “r| 


Circunferencias tangentes exteriores 
Son aquellas cuya distancia entre los 
centros es igual a la suma de los radios. 





os 
sf, * recta tangente a la circunferencia de centro 
O, 
da : recta tangente a la circunferencia de centro 
A O, 








Circunferencias tangentes interiores 
Son aquellas cuya distancia entre los centros 
es igual a la diferencia de los radios. 





En la figura, se cumple : 


T: punto de tangencia entre las 
circunferencias. 


Circunferencias interiores 

Son aquellas cuya distancia entre los 
centros es menor que la diferencia de los 
radios. 





En la figura, se cumple : 


Circunferencias concéntricas 
Son aquellas cuya distancia entre los 


centros es cero; es decir tienen el mismo 
centro. 


En la figura, se cumple: 


l -= 2/R? - r? 


AB: cuerda de la circunferencia de radio 
R tangente a la circunferencia de radio r. 





Cuadrilátero Inscrito en una Circunferencia 





DEFINICIÓN 
Es aquel cuadrilátero cuyos vértices 
pertenecen a una misma circunferencia. 


C 
— Circunferencia 
circunscrita al 
AABCD 


¥ 


En la figura, A, B, C y D: son puntos de la 
circunferencia; entonces: 


C6ABCD: inscrito en la circunferencia 





PROPIEDADES 


Teorema 1 
En todo cuadrilátero inscrito sus ángulos 
interiores opuestos son suplementarios. 





En la figura, C\ABCD: inscrito 


se cumple : | @ + B =- 180° | 
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Ademas en el grafico, si: w es la medida del 
ángulo exterior de vértice C. 


se cumple : 


Í 
18 = 0 
U 


o 


Teorema 2 
En todo cuadrilátero inscrito; sus 
diagonales determinan con los lados opuestos 


ángulos de igual medida. 
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En la figura, CSABCD: inscrito 


se cumple : 
BZ Weta ere en 


d 
Nen 
A ` 





En la figura. se nenen dos circunferencias secantes 


enA y B. 


Secumple: MN // PQ 


Í Cuadrilátero Inscriptible en una Circunferencia 





DEFINICION 

Es aquel cuadrilátero convexo que puede 
inscribirse en una circunferencia; es decir, 
que sus vértices pueden ser ubicados en una 
misma circunferencia. 





En la figura, si: A, B, C y D pueden ser 
ubicados en una circunferencia, entonces: 


CSABCD: inscriptible 
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CONDICIÓN PARA QUE UN CUADRILÁTERO SEA 
INSCRIPTIBLE 


Primer caso 

Todo cuadrilátero convexo cuyos ángulos 
interiores opuestos son suplementarios, es 
inscriptible. 





. 
. , 
rro...” 


En la figura, si: a + f = 180° 


2. Del gráfico, si EM=MF, calcule m4 EBM. 


CAPÍTULO V - Com lo A 


Entonces ; |CSABCD: inscriptible 


también, si: a= © 
entonces : |[CXABCD: inseriptible 


Segundo caso. ee 
Todo cuadrilátero convexo cuyas En la figura, si: a = 6 


se cumple : }C\ABCD; Inscriptible | 





AY 


diagonales determinan con dos lados opuestos 


ángulos de igual medida, es inscriptible. 


PROBLEMAS 


AA AAA 


l. Del gráfico A, B, C, D, T y Lson puntos 3. En una semicircunferencia de diámetro 
pi y AC, la circunferencia inscrita en el ' 

de tangencia, si mAB - mCD = 110*, = 
triángulo ABC (B «€ AC) es tangente en 


acá M y N a AB y BC respectivamente, si 


"MN interseca a AB y BC en Py Q 
respectivamente y BQ = 6, cuánto dista Q 





de PB. 
A) 3 B) 4 C) 342 
D) 4/2 E) 5 
A) 30° B) 40° C) 55° 4. En la figura mostrada AC//FD y AH=2, 
D) 37° E) 45° calcule la la distancia del punto D a la 
recta AC. 
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LO 


5. En el gráfico, P, T y U son puntos de g 
tangencia y DC//AB, calcule x. 





A U B 
A) 45° B) 53° C) 60° 
D) 69° E) 75* 


6. Según el gráfico, mAP = 140° y Pes 


punto de tangencia, calcule mDEC. 





9. 
A) 150° B) 165° C) 155° 
D) 170° E) 160° 
7. En el gráfico AC=R, calcule la mAB 
siendo A, T y B puntos de tangencia. 10. 





A) 127° 
D) 143° 


B) 130° C)135° 


E) 132° 
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A) 75° 
D) 74° 
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Según la figura mAB =2m 4 EFB, calcule Il. Del gráfico A y B son puntos de 14. 
, tos d 
ab oe - PEELA E E ars tangencia, calcule mAM+mMB. 
tangencia). 
A r. 
| S 
À Ao 
B 
A) 15° B) 16° C) 20° | 
D) 14° E) 24° A) 160° B) 150° C) 100° 
D) 170° E) 250° 15. 
Seguin la figura mCBD=200° y CP=R, 12. Según el gráfico T es punto de tangencia, 
a — si R=2, calcule AB. 
calcule mMAB. 
AJ 6G B) 3 C) 2 
D)4 E)5 
A) 220° B) 210° C) 210° ee pee 
D) 216° E) 215° 13. Del gráfico la mAL=mFS, BE/CD y la 


— mNBC=138°, calcule x 
Siendo mPQ= 2a y m4PSB = 45° -3a. 


Calcule la medida del ángulo que 
determinan AT y PO 





B) 50° 


C) 69° 
„ E) 52° 


16. 


Campendio Académico 





En el grafico mostrado Y5r=2R, calcule 


mb. 
A) 45° B) 53? C) 56° 
D) 60° 165° 


Según el grafico 2(0Q)=3/PQ) y T es 
punto de tangencia. Calcule x 








A) 37° B) ST C) 113 
2 4 

D) 123 E) 67_ 
2 2 


Segun el gráfico, NM=MP, mAN=mNP, 


T y P son puntos de tangencia, calcule la 


mTB 
N 
A P B 
A) 15° B) 23° C):37° 
D) 30° Ey 36? 
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19. En la figura, P, Q, T y A son puntos de 22. En el lado BC de un cuadrado se ubica el 26. Según el gráfico, calcule x si A, B yC son 


17. Del grafico, mRS= 80°, M, K, L y T son 


puntos de tangencia, calcule m< MAN. 


M S 
T A K 
A) 37° B) 53° C) 50° 
D) 45° E) 40° 
; i 20. 
18. Según el gráfico, T y B son puntos de 
CT 
ta 1a AT=BC, calcule — 
angencia o 
C 
21. 





A)1 B) 


wile 


D) 


on | 








tangencia, calcule mABC. 


23. 
A) 80° B) 60° C) 85° 
D) 90° E) 75° 
En el gráfico T es punto de tangencia 
y mCLM = 2(mCT ) = 120°. 
Calcule la mABT. 
24. 
M 
A T 
B 
A) 120° B) 150° C) 160° 
D) 180° E) 135° 
Se tienen dos circunferencias 25 


congruentes y secantes en B y M; por B 


se traza la recta secante a las 
circunferencias en los puntos A y C, 
luego en la circunferencia que contiene el 
punto A se traza la cuerda BQ que 
interseca a la otra circunferencia en P: 


si AQ =7 cm, calcule PC. 


A)J65cm  B)7cm C)6 cm 
D) 5,5 em E) 5cm 


punto M; luego con centro en B, se traza 


una circunferencia tangente a AM ya 


DM cenQ y T respectivamente. 
Calcule m QT 
A) 45° B) 92° C) 63° 
D) 74° E) 75* 


En una circunferencia de diámetro AB se 
ubica el punto E y luego se traza EH 1 
AB, tal que AH=2 y HB = 8 ; luego se 27. 
ubica en dicha semicircunferencia el 


punto F, tal que EF= 5. Calcule la 
medida del arco FB. 

A) 72° B) 69° C) 68° 

D) 67° E) 70° 


Desde un punto P exterior a una 
circunferencia se trazan las rectas 
tangentes PA y PB(A y B puntos de 
tangencia ) tal que m1APB = 40°; en el 
mayor arco AB se ubica un punto R, 28. 
sienddo M y N los puntos medios de los 
menores arcos AR y RB respectivamente. 
Calcule la medida del ángulo 
determinado por los segmentos AM y BN 


A) 15° 
D) 16° 


B) 18° C) 20° 


E) 19° 


Dado un cuadrante AOB de centro O y 

una circunferencia tangente a OB en B 

que intersecta a dicho cuadrante en C, 29 
tal que la prolongación de AC intersecta ' 
a la circunferencia en E Además OB 
intersecta a la circunferencia y al 
cuadrante en G y F repectivamente 


Calcule la mGB , si mBF =18°. 


A) 65° 
D) 60° 


B) 75° C) 53° 


In) 54° 


puntos de tangencia 





A) 45° 
D) 40° 


B) 60° 


C) 53° 


E) 37° 
En una semicircunferencia de diametro 
AB, se ubican los puntos P y Q tal que 


mAP = 90° y AQ intersecta a PB en M, 


luegoen AB se ubica el punto L, tal que 


m<AQL = 45° y AM= 2(LB). Calcule 
m<PAM. 

A) 19° B) 18° C) 14° 

D) 16° E) 15° 

En el lado AD de un cuadrilátero 


ABCD se ubican los puntos M, N y T 
(Me AN yTe ND), tal que BM y 
CT son perpendiculares a AD Si 
m< NBC = m< NDC, m« NCB = m< BAD 
y AD = § cm, calcule TM. 


~ 


A) 3,5 cm B) 3 cm C) 4 cm 


D) 5 cm E) 4,5 cm 

En un cuadrilátero ABCD las diagonales 
TCD es 
AB = 9u 
ABCD es 


se intersecta al triángulo 


tangente a BC. Si y el 
cuadrilátero inscriptible, 


calcule BC 


A)75 y 
D) 6,5 pt 


BIS u Ci G6 pu 


E19 y 
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B  Crcunterencia 
7 inscnta en el E, ABC 





Puntos Notables 
Asociados al Triángulo 





CAPÍTULO VI 


Objetivos 


Al finalizar el presente capítulo, el lector estará en la capacidad de. 


Conocer la propiedad de concurrencia de las lineas notables de una misma especie en los triángulos 
Conocer la recta de Euler y los triangulos especiales 
Aplicar ciertas propiedades de triángulos y cuadrilateros con las circunferencias que le asocian. 


OMONO 


Introducción 


En la naturaleza. notamos que existe la concurrencia de algunos ríos pequeños en un punto, de un río mayor 
aotro, la concurrencia de tres fuerzas que actúan sobre un cuerpo en reposo, la concurrencia de los rayos solares 
reflejados en un espejo parabólico. 

Geometricamente. punto de concurrencia es el punto común que contienen tres o más rectas o líneas en 
general. y notamos en los casos anteriores que la concurrencia permite encontrar ciertas propiedades en dicho 
punto, es así como en ciertas figuras geométricas como el triángulo y el cuadrilátero la concurrencia de ciertas 


líneas notables de una misma especie o una misma característica, permite conocer más propiedades en dichas 
figuras 


BARICENTRO 


Es el punto de concurrencia de las medianas respecto a un triángulo. El baricentro o centro 


de gravedad de una región triangular divide a una mediana en la razón de Za 1 (midiendo desde 
el vértice). 


En la figura, G: baricentro de la región triangular ABC. 
Propiedad del baricentro 


AG - 2GN)| [BG - 2GL)| 


7 — ——_ 





| CG XGM) | 
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CAPÍTULO VI 


Com lo Académica 





ORTOCENTRO 


Es el punto de concurrencia de las alturas 
o sus prolongaciones, en un triángulo. 

La posición del ortocentro respecto al 
triángulo depende de la naturaleza del triángulo. 


A C 


En lafigura 
AABC : acutangulo 
H : ortocentro del AABC 


B C 


En la figura 
AABC: rectángulo, recto en B 


B : ortocentro del ELABC 


En la figura 
AABC : obtusángulo, obtuso en B 
H : ortocentro del AABC 


INCENTRO 

Es el punto de concurrencia de las 
bisectrices de los ángulos interiores de un 
triángulo. El incentro del triángulo, equidista 
de sus lados, por lo tanto es el centro de la 
circunferencia inscrita en dicho triángulo a 
cuyo radio se le denomina inradio del 


triángulo. 





En la figura 

I : incentro del AABC 

r : inradio del AABC 

P, Ly T: puntos de tangencia 


Propiedades 


Del gráfico anterior, se cumplen : 


1 
_ md ABC. 
> 


p: semiperímetro de la región triangular 


ABC 


EXCENTRO 

Es el punto de concurrencia de las 
bisectrices de dos ángulos exteriores y la 
bisectriz de un ángulo interior en un 
triángulo 
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El excentro del triángulo, equidista de sus 
lados, por lo tanto es el centro de la 
circunferencia exinserita a dicho triángulo, a 
cuyo radio se le denomina exradio del 
triángulo. 

Todo triángulo tiene tres excentros, tres 
circunferencias exinscritas y tres exradios; 


cada uno relativo a un lado del triángulo. 





Circunferencia exinscrita al AABC relativo a BC \ 


En la figura 
E, : ex-centro del AABC, relativo a BC 


Ra: exradio del AABC, relativo a BC 


M,LyT: puntos de tangencia. 


Propiedades: 


Del grafico anterior, se cumplen: 


p: semiperímetro de la región triangular 
ABC. 
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CIRCUNCENTRO 

Es el punto de concurrencia de las 
mediatrices de los lados de un triángulo. 

El circuncentro del triángulo, equidista de los 
vértices, por lo tanto es el centro de la 
circunferencia circunscrita al triángulo, a cuyo 
radio se le denomina circunradio del triángulo. 

La posición del circuncentro respecto al 
triángulo, depende de la naturaleza del tnangulo 





Circunferencia circunscrita al AABC \ 
En la figura, AABC : acutangulo. 
O : circuncentro de] AABC. 
R : circunradio del AABC 


Propiedad 


Eo 5 5 5 


(m<AOC = 2(m<ABC)) 
ES j 


ee 





Circunferencia circunscrita al S~ ABC), 
En la figura, 
AABC : rectángulo, recto en B. 
O : circuncentro del Ez, ABC. 


R : circunradio del lu. ABC. 


CA 


PÍTULO VI 


Compendio Aca (co 








En la figura 

AABC : obtusángulo, obtuso en B. 
O : circuncentro del AABC 

R : circunradio del AABC 


TRIANGULOS ESPECIALES 


Triangulo mediano o complementario 


Es aquel triángulo que se determina al 
unir los puntos medios de los lados de un 


triangulo dado 





A C 
A A: IR 


En la figura 


M, N y L: puntos medios de AB, BCy AC 


respectivamente 


AMNL . triángulo mediano o complementario 


del AABC 


Propiedades 


El baricentro de un triángulo es el 


baricentro de su triángulo mediano 


I] circuncentro de un triángulo, es el 


ortocentro de su triángulo mediano 


Triángulo órtico o pedal 

Es aquel tnángulo que se determina al unr 
los pies de las alturas de un triángulo Sólo tenen 
triángulo órtico los triángulos oblicuángulos. 





En la figura, AABC: acutángulo P, Q y R: 
pies de las alturas del AABC. 


Entonces, APQR : triángulo ortico o pedal del 
AABC. 


Propiedades 

+  Elortocentro de un triángulo acutángulo 
es el incentro de su triángulo ortico. 

e Los vértices de un triángulo acutángulo 
son los excentros de su triángulo ortico. 


Recta de Euler 

En todo triángulo no equilátero, el 
ortocentro, baricentro y circuncentro; son 
colineales y la recta que los contiene es 
denominada “recta de Euler” 





En la figura H, G y O son el ortocentro, bancentro 
y cicuncentro del AABC respectivamente. 
Entonces 


IT : recta de Euler del AABC | 
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Propiedades: 

1 En todo triángulo, se cumple que la 
distancia de un vértice al ortocentro es el 
doble de la distancia del circuncentro al 
lado opuesto a dicho vértice. En la 
figura, se cumple: o 

BH - 20M) [AH = 20N)] 


En todo triángulo, se cumple que la 
distancia del ortocentro al baricentro es 


igual al doble de la distancia del 


to 


baricentro al circuncentro. En la figura, 


se cumple: 


_— ——~, 





¡HG = 2GO) 
BZ voa ———— 
Hh 
A, Ae 
į PAN 
wi IN 
NA 4 / V 
Me a | Va 
f N j \ 1 
m \ 
~ ` , > ¿ / V 
‘B C A H C 
, 1 
En ABC AABC (isósceles) 
BM ` mediana relativa BM : altura relativa 


a la hipotenusa. a la base AC 


— —s 
4 . recta de Euler Y _ recta de Euler 


Teorema de Poncelet 

En todo triángulo rectángulo, se cumple 
que la suma de las longitudes de sus catetos 
es igual a la suma de la longitud de su 
hipotenusa y el doble del inradio de dicho 
triángulo. 


“Kay” Circunferencia 
N inscrita en el ta ABC 









En la figura, 
r ; radio del BABC 


se cumple : 


Teorema de Pitot 
En todo cuadrilátero circunscrito a una 
circunferencia, la suma de las longitudes de 


sus lados opuestos son iguales. 





j VA 
gD 


Circunferencia inscrita en el ABCD 


En la figura, CAABCD : circunscrito a la 
circunferencia. 


Se cumple: ¡a +c = b + di 


Teorema de Steiner 

En todo cuadrilátero exinscrito, la 
diferencia de las longitudes de sus lados 
opuestos, son iguales. 





A————b ———D i 
Circunferencia exinscrits al “~ ABCD —— — 


En la figura, 4) ABCD : exinscrito a la 
circunferencia. 


Se cumple : la - c-b-d] 


CAPÍTULO VI 


a 


~ y 
Le. A. a 


En un cuadrante AOB, en el arco AB se 4. 
ubica el punto P trazandose el rectángulo 
PMOS (M AO), luego se traza 


(PQ 1 AB). ¿Qué punto notable es Q en 
el triángulo MPS? 


A) circuncentro 
B) baricentro 
C) ortocentro 
D) incentro 

E) excentro 


En un triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BM. Luego se ubican los 
ortocentros H, y H, en los triángulos 
ABM y BMC respectivamente. 

Si m< ABC = 80°. Calcule m4H, M H,. 


A) 70° B) 80° C) 75° 
D) 85° E) 60° 

5. 
En el gráfico 


O: circuncentro del AABD 
D: Excentro del AABC relativo al lado AB 
Siendo DO=a y OR=b. Calcule RS 





A) 2a- 2 Nach C) a-2b 


~ 


Da-? E) 2a - b 


1) 


he 





Le dio Ac 


LEMAS 


LE D, a A E > a 


En el gráfico mostrado H y O son 
ortocentro y circuncentro del 
triángulo ABC, m4 PSC +m40AC = 90° 


y BC = 3(RP), calcule EÈ. 
NP 





B) 2 C) 


D) 3 E) 


En una semicircunferencia de diámetro 
AB se ubican los puntos M, N y P tal que 


M € AN yPe NB. Desde P se traza la 


perpendicular PH a AB (H £ AB) si NB 
y MB intersecan a PH en Sy Q. Luego 


se ubica T en la región exterior relativa 
a MN. Si NS = SQ; MT = TN 


m<MTN = m<SQB y MS © NT ={(0) 
¿qué punto notable es O del triángulo 
MNB? 


A) circuncentro 
B) incentro 

C) ortocentro 
D) baricentro 


E) excentro 


Jouuvosuies ÁQ PaUUBIS 


7. Enel gráfico T es punto de tangencia y 





on Academia CESAR VALLEJO 


8. En el gráfico O es el centro del cuadrado 
ABCD e incentro del triángulo FAH y 
(EFXFA)=8. Calcule OG 


6. En el gráfico I y O son incentro y 
ortocentro del triángulo respectivamente, 


calcule x. 





A) 4 B) V3 C) y2 
q 2 


9. En el gráfico P, Q, T y S son puntos de 


tangencia, calcule la m4 PSU. 


A) 30° B) 36° C) 37° 
D) 45° E) 53° 





ortocentro del triángulo ABC; mMT =60°, 


MB 
calcule ——. 
AC A) 100° B)120* C) 135° 
D) 150° E) 160° 
B 
10. Del gráfico, O circuncentro del triángulo 
APC y OB=CB, calcule x. 
M 
B 
X 
P 


A) B) 


co | = 
v| 
O 
Bit 


wily Aa] 


D) 


& 


2 
5 


A) 10* B) 12° C) 15° 
D) 8° E) 9° 





Ac 





CAPITULO VI 


12. 


13. 


Del grafico ABCD es un rombo 


m4 DMC 
m< MAB 


calcule 





A D 
A) 1 B) 1/2 C)2 
D) 1/3 E) 1/4 


En la figura, H es el ortocentro del 
triángulo acutángulo ABC y BC = 2(AH), 


calcule x. 


A) 37/2 B 
B) 14° 

C) 45° 

D) 53°/2 

E) 8° 


Segun la figura O y G son el incentro y 
baricentro de las regiones triangulares 


ABC y DNC respectivamente siendo 


DP = PO calet PO: 
NG 


A) 2/3 
B) 3/2 
C) y2/2 
D) 1/2 
E) 2 


14. En el gráfico A, C y T son puntos de 


tangencia. Determine qué punto 
notable es R respecto del triángulo 
ABC. 


A) incentro 

B) ortocentro 

C) punto de Fermat 
D) circuncentro 

E) punto de Nagel 


15. En el triángulo rectángulo que se 
muestra AB + BC = 14 cm, AC=10 cm, 
M, N, P, Q, S, T son puntos de tangencia, 
calcule BI. 





A) lem B) 1,5 cm C) 2 cm 
D) 2,5 cm E) 4 cm 


Jouuvosuies ÁQ PaUUBIS 


p o?iTC«SO 


a Academia CESAR V. o 


19. Enla figura mostrada MN=AQ y AC=BC, 


16. Según el gráfico, G es baricentro de la 
región ABC; calcule x en función de a y R 


(T es punto de tangencia). 





C) R+2a 


R+a 


A) R+a B) 2R-a 





D) 3R-2a E) 


~ 


17. En un triángulo ABC, con diámetro AC 


se traza una semicircunferencia que 


contiene al baricentro G de la región 


ABC. SiAG=2/3 y mAG= 53° 
calcule BC. 


2. 


A)5y17  B)2/85 C) 4/34 
D) 2/34 E) 485 


18. En un triángulo ABC de ortocentro H, la 


medida del ángulo ABC es 8, en la región 
exterior relativo a BC se ubica el punto 


E tal que m4HAC = m4HEC, calcule la 
m< BEH. 


A) 6 B) 


N| oa 


C) 90°-26 


D) 90°-¢ E) 26 


¿qué punto notable es Q del triángulo 


ACB? 





A) ortocentro 
B) baricentro 
C) incentro 

D) circuncentro 


E) cevacentro 


En un cuadrado ABCD con centro en B se 
traza el arco AC, luego se ubica M y Nen AD 


y CD respectivamente siendo MN tangente 


a AC en T,si BM y BN intersecan a AC 


en P y Q respectivamente, entonces el 
triángulo PTQ es: 


A) acutángulo 
B) obtusángulo 
C) rectángulo 
D) equilátero 


E) isósceles 


22. 


23. 


. Enuntriángulo acutángulo ABC la recta 24. 


del Euler intersecta a BC y AB en los 
puntos M y N respectivamente tal que 
BM=BN, calcule míABC. 


. A) 45° B) 75° C) 72° 


D) 53° E) 60° 


En un triángulo acutángulo ABC de 
ortocentro H sea M, P y L puntos medios 
de AB, AC y BH respectivamente. Si 
m“BAC=a«, calcule múíMLP. 


25. 


A) 3a B) Ž g2 
2 2 
Da E) 2a 
En el gráfico G es baricentro de la región 


triangular ABC y punto de intersección 
de las diagonales del paralelogramo 


AMNP. Calcule GQ. 
AC 





9 

A) A B) 4 c)2 
2 3 5 

p) 2 py 4 
7 7 


26. 





En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, en AB y AC se ubican los puntos N y 


T respectivamente tal que m 4 NTC=90°, 
NT=TC y NB es igual al inradio del 
triángulo ATN. Calcule m4 BAC. 


A) 60° B) 53° C) 45° 
D) 37° E) 30° 


En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, sea E, y E,, excentros relativos a los 


lados AB y BC respectivamente, 


E 
Calcule ES, j 
AC 


A) 1,5 B) y2 C) 2 
D) y3 E) 8 


En un rectangulo ABCD se traza una 
semicircunferencia de diametro AD 
tangente al lado BC en el punto T. Si 


TD”. AC =(P); calcule má TBP. 


A) 45° B) 18° C) 16° 
D) 14° E) 15” 
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Proporcionalidad 
y Semejanza 


IK. I 
IN LS 


4 ABCN~A MNL 





Objetivos 


CAPÍTULO VII 


Al finalizar el presente capítulo, el lector estara en la capacidad de: 


E Conocer las principales figuras cuyos segmentos asociados a ellas guardan propiedad de proporcionalidad. 
E] Establecer ciertas relaciones entre las líneas de una determinada figura. 

@ Usar los conceptos y propiedades básicas para solucionar problemas y hacer demostraciones de teoremas. 
Introducción 


Los seres humanos desde que empezaron a tener las nociones de cantidad, número y medida: comenzaron 
a realizar ciertas comparaciones con ellas. También observó que en la naturaleza se daban cambios de 
tamaños en una cierta proporción, por ejemplo, los animales y seres humanos mostraban crecimiento de sus 
extremidades y otras partes de su fisonomía de manera proporcional. Además, en otras ramas de la ciencia 
como la física y química los diversos fenómenos que se estudian hay presencia de la proporcionalidad por 
ejemplo: la variación espacio -tiempo, la proporción determinada de compuestos en una mezcla, etc; todo ello 


contribuyó al desarrollo. 


También, así como en la sociedad se da la semejanza de ideas, la semejanza de sucesos; la geometría toma 
estos conceptos y lo aplica a las formas geométricas, donde principalmente se da la comparación de líneas y 


es así como se logra el desarrollo de la agrimensura (distribución y medida de terrenos o medida de distancias 
inaccesibles), construcción, geodesia, astronomía, el arte, ete 


| Proporcionalidad de Segmentos 
na a 


RAZÓN GEOMÉTRICA DE SEGMENTOS 

Es la comparación mediante el cociente 
de las longitudes de dos segmentos 
expresados en la misma unidad de medida. 


El resultado de dicho cociente es el valor 
de la razón geométrica. 
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Ejemplo: 
6cm — Į 8&m 
—_—e y 
A B C D 





Sean AB = 6cm y CD = 8cm ; la razón 
geométrica de AB y CD es AB Gem 3 





CD 8m 4. 


segmentos Proporcionales 
Son dos pares de segmentos que tienen el 
mismo valor de sus razones geométricas. 


Ejemplo 
Sean AB=6em, CD=8cm, PQ=15cm y 
RS=20cm. 


AB _ 6cm 3 razón geométrica de AB y CD) 


CD 8cm 4 


PQ . 15m 3 razón geométrica de PQ y RS) 
RS 20cm 4 


Entonces, AB y CD son proporcionales a PQ 
y RS. 





D 


Za Nota 





División de un segmento 





A P B Q 
Según el gráfico: 
. Sı P es un punto cualquiera de! segmento AB 


se dice que P divide internamente a AB, en la 


J 
razón — 
P 
+ Si Qesun punto en la prolongación de AB se 


dice que Q divide externamente a AB, en la 


AQ 


é 
raz6n —— 


TEOREMA DE THALES 
Tres o más rectas paralelas determinan 
en dos rectas transversales o secantes a ellas, 


segmentos proporcionales. 





En el gráfico: 
Si: LNL y T , Le transversales 


o secantes a dichas rectas. 





Se cumple: AB MN 
¡IBC NQJ 
o 


Colorario del teorema de Thales 

Toda recta coplanar a un triángulo y 
paralela a uno de sus lados, divide 
internamente o externamente a los otros 
lados en segmentos proporcionales. 





En el gráfico: 
División interna División externa 
a .— qy = e... —_ 
Si: g / AC Si i f/f AC 


se cumple se cumple 


a ica 
| am xP 
| b n y q 


Jouuvosuies Aq pouurss 


woe, 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR 

En todo tridngulo; una bisectriz interior, 
divide internamente al lado al cual es relativo 
en segmentos proporcionales a los lados 


adyacentes a dicha bisectriz. 








m — M 


En el gráfico, la bisectriz interior BD del 
AABC, divide internamente a AC. 


=] 


Se cumple: | pa 
a 


JE 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR 

En todo triángulo; una bisectriz exterior 
(tal que los lados adyacentes a dicha bisectriz 
son de longitudes diferentes) divide 
externamente al lado al cual es relativa en 
segmentos proporcionales a los lados 
adyacentes a dicha bisectriz. 





E 
mnn m 
c j; 


En el gráfico, la bisectriz exterior BE del 
AABC (c>a), divide externamente a AC. 


Se cumple: 
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TEOREMA DEL INCENTRO 

En todo triángulo, el incentro divide 
internamente a una bisectriz interior en 
segmentos proporcionales a la suma de 
longitudes de los lados adyacentes a la 
bisectriz y la longitud del lado al cual es 
relativa dicha bisectriz 





En el gráfico, I (incentro del AABC), divide 
internamente a la bisectriz interior BD. 


do al 


Se cumple: | = ae 
EM 
TEOREMA DE MENELAO 


Toda recta secante a un triángulo que 
divide internamente a dos lados y 
externamente al tercero, determina en dichos 
lados segmentos, cumpliéndose que el 
producto de las longitudes de tres de ellos sin 
extremo común es igual al producto de las 
longitudes de los otros tres. 





En el gráfico, la recta 4 secanto al triángulo 
ABC, divide internamente a AB y BC y 


externamente n AC. 


amy bnr] 


TEOREMA DE CEVA 

En todo triángulo, tres cevianas 
interiores concurrentes dividen internamente 
a cada lado en segmentos; cumpliéndose que 
el producto de las longitudes de tres de ellos, 
sin extremo común es igual al producto de las 
longitudes de los otros tres. 


Se cumple: 








En el gráfico, las cevianas interiores AQ, BR 
y CP concurrentes en M, dividen 
internamente a los lados del AABC. 





É y 
Se cumple: | amx = bny | 


AA A aM 


DIVISIÓN ARMÓNICA DE UN SEGMENTO 
Dos puntos dividen armónicamente a un 
segmento, si lo dividen internamente y 


externamente en la misma razón 





En el gráfico, P divide internamente a AB y Q 
divide externamente a AB, si P y Q dividen 


armónicamente al segmento AB. 


lo Ac. 


Se cumple, por definición: 


E AQ! 
(PB BQ 


es decir (reemplazando longitudes) 


pz -- = | an- fan -bm | 


a 


ee 


De lo anterior a los puntos P y Q se les 
denomina conjugados armónicos respecto a A 
y B. 

Además; A,P,B y Q forman una cuaterna 
armónica. 


Teorema 

En un triángulo, las bisectrices de un 
ángulo interior y de su correspondiente io 
adyacente) ángulo exterior; dividen 
armónicamente al lado opuesto a dicho 
ángulo. 





En el gráfico: 
BD : bisectriz del ángulo interior ABC 


BE : bisectriz del ángulo exterior CBQ 


Se cumple: 


e_m 
SE TE — ce - ~ 


hes oH tah Í 
[ove D y E; dividen armónicamente al lado AC | 


re eee a A AAA 
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Preguntas de Investigación 


1. En un triangulo ABC, en el cual AB>BC. 
si E es el excentro del triangulo ABC 
relativo a BC y BD es la bisectriz 


exterior de dicho triángulo. 


= BE AB-BC 
Demuestre: ED Aa 


2. En un triángulo ABC, se trazan las 
cevianas interiores concurrentes, tales 
como AQ, BM y CP. Si PQ//AC, 
demuestre que AM=MC. 


3. Si una recta secante a un triángulo 
ABC interseca a los lados AB, BC y a la 
prolongación del lado AC en los puntos 


Pl Academia ESAR V. 
P,Q yR respectivamente y además 
las cevianas interiores AQ, CP y BM son 
concurrentes. Demuestre los puntos A, 
M,C y R forman una cuaterna 


armónica. 


4. Si los puntos C y D dividen 
armónicamente a un segmento AB. 
Demuestre que B y A dividen 
armónicamente al segmento DC. 


5. Al trazar en un triángulo ABC las 
cevianas interiores AP, CQ y BR; 
concurrentes en M. 

BM _ BQ , BP 


De tre: — 
mues MR QA PC 


[semejanza de Figuras Geométricas 


DEFINICIÓN 

Son dos figuras geométricas que tienen 
igual forma y tamaños distintos. 

En dos figuras semejantes existe una 
correspondencia biunívoca (correspondencia 
uno a uno) entre sus puntos, de modo que a 
los puntos que se corresponden se les 
denominan puntos homólogos y a los 
segmentos que se corresponden se les 
denominan segmentos o líneas homólogas. 

En dos figuras semejantes sus líneas 
homólogas son proporcionales. 





En el gráfico, se muestran dos figuras 
geométricas semejantes. 


A y A”: puntos homólogos 


AC y A'C': lados o líneas homólogas. 


Se cumple: 


m 
n 


| 


= 
b 


k: Constante de proporcionalidad o razón de 
semejanza. 
~: Símbolo de semejanza (se lee: es 


semejante a). 


CAPÍTULO VII 


SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 

Son dos triángulos que tienen sus 
ángulos respectivamente de igual medida y 
además sus lados homólogos proporcionales. 


lo A 


Caso Il 

Dos triángulos son semejantes si tiene un 
ángulo de igual medida y los lados que 
determinan a dichos ángulos respectivamente 
proporcionales. 





En el gráfico, AABC - AMNL 


Se cumple: 

e Las medidas de sus ángulos son 
respectivamente iguales. 

e Sus lados homólogos son proporcionales, 


es decir: 





CRITERIOS DE SEMEJANZA EN TRIÁNGULOS 


Caso 1 

Dos triángulos son semejantes si tienen 
al menos dos ángulos respectivamente de 
igual medida. 





En el grafico, si: mdBAC=m4FEG y 
md ACB=m<4 EGF 


—— aa 


i `Y 
Se cumple: [ AABC AEFG | 


Pad 


y —_ = = 


Se cumple: | AABC ~ AMNL 


Caso Ill 
Dos triángulos son semejantes si sus 
lados son respectivamente proporcionales. 





En el gráfico, si: AE 
m n 


( 





— 


Se cumple: | AABC - AMNL 


SS a 


Jouuvosuies Aq pouurss 


ER 


Propiedades 
1. Una recta secante a un triángulo 


paralela a uno de sus lados, determina 
un triángulo parcial semejante al 
triángulo dado. 


A C 


En el gráfico, si: PQ /AC 
Se cumple: | APBQ - AABC | 


2. En todo triángulo acutángulo, el 
segmento que une los pies de dos alturas 
determina un triángulo parcial 


semejante al triángulo dado. 


B 


A C 


En el gráfico, AABC: acutángulo se 
cumple: 


AQBP - AABC 
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3. Endos triángulos semejantes sus líneas 


homólogas son proporcionales. 





2. 
EZ Nota”, — 
As 
A es 
A tet 


En el AABC, BP: ceviana intenor 
Si: m4 ABP=m4 ACB. 


| 


Pen 


Se cumple: 


Preguntas de Investigación 


En un triángulo ABC, se traza la ceviana 
interior BD y luego MN // AC (M en AB 
y N en BC) Si: MNnBD=IL); 


demuestre ML = AD 
: LN DC 


Demuestre que en todo trapecio, el 
segmento paralelo a sus bases 
trazados por el punto de intersección 


de sus diagonales y limitado por los 


En la figura mostrada 2(AC)=3(DC), 


BE 
calcule ==. 
EC 





A 
A) 5/1 B) 2/3 C) 4/3 
D) 3/2 E) 1/4 


En un triángulo ABC la ceviana interior CD 
interseca a la bisectriz interior del 
ángulo de vértice A en el punto T tal que 
m<DTA=40°, luego en el exterior y 
relativo al lado AB del triángulo ABC se 


ubican los puntos E y F respectivamente 


CAPÍTULO VI ~ Com lo Académico | 


lados laterales tiene por longitud la 
media armónica de las longitudes de 


las bases. 


En un triángulo ABC, se traza la altura 
BH concurrente con las cevianas 
interiores AQ y CP. 
m<PHB=m<BHQ. 


Demuestre: 


En todo cuadrilátero inscrito en una 
circunferencia hacia los lados opuestos 
del cuadrilátero son iguales (teorema de 
Pappus). 


tal que A, E y F son colineales y ED//FB. 


Si (BC) (AE) = (AC) (EF) , calcule la 
m< TBC. 


A) 25° B) 30° C) 50° 
D) 40° E) 45° 


Segun el grafico PR=3(RA), si AM=3, 


calcule PA siendo P punto de tangencia. 





A) 2 B) 4 05 
D)6 E)9 
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> ferencias C, y C 7. En el gráfico T es punto de tangencia, 10. Según el gráfico AB=AD=DF, calcule 13. Enun triángulo ABC se traza la bisectriz 
4. Se tiene 2 circunferencias G) y €, i ; : l e 
secantes en los puntos B y Q, tal que la calcule PQ si (PTABCI=S(AB) QE/BQ. exterior BP (P en la prolongación de AC). 
tangente en B a C, mterseca a C, en C, Si las alturas relativas a los lados AB y 
luego en Ja prolongación de BC se ubica BC miden 4 y 8 respectivamente y 
el punto D tal que DQ mterseca a C, en BP=10, calcule la m4 PBC. 
R. En C, se traza la cuerda QA que 
A) 37° B) 60° C) 75° 
¡ a a C, en P, tal que mPQ=mCR, | D) 53° E) 45° 
interseca a C, en q Ad BYE 0) 12 
_ (BCXPQ)_ 5 D)8 E)3 
oa y2, calcule AP. 14. En un cuadrilátero inscriptible ABCD la 
En la fi daM. PN py dla B) 4/5 ©) 2/3 m<CDB=2(m4 BDA), y las diagonales se 
í <£ strada M, » 4 á S 
5 ae A as D) 2 E) 4 intersecan en el punto E. Si m4ACD=90, 
2 2 ) S : na AQ = 3( =< 
A) 2 B) puntos de tangencia AQ = 3(QB) = 3, BD=6 y CD=3, calcule BE. 
15 1 l 
oe ae calcule PD EP 11. Según el gráfico 5(BP)=3(PC), si GD=15, 
calcule AG. A) 3 B) 1 C) 2,5 
5. Enuntriángulo rectángulo ABC, recto en D)2 E) 15 
B se traza la bisectriz interior ED y la 


ceviana interior AE tal que AE y BD se 


Si 6(AB)=5(BC) y 
4(BE)=5(EC), calcule m<DOC. 


interseca en O. 


A) 67°30' — B)71*30' C) 75° 
D) 63°30' E) 82° 








A) 3/14 
D) 4/19 


B) 2/11 C) 1/6 
E) 3/16 





15. 


En un triángulo ABC se ubica su 
circuncentro (O) y su ortocentro (L) tal 
que las prolongaciones de BO y CL 
intersecan a AL y BO en E y D 
respectivamente. Si 3(AB)=4(BC) y la 
distancia de O a AC es 6, calcule ED. 


En la figura mostrada B, C y P son En la figura mostrada BP=8, PC=3. abe 2718 arts 
puntos de tangencia, si AP=5, PD=3, calcule CE (A, P y D son puntos de D) 12 E)9 A) 6 B) 9 C)7 
calcule DE tangencia) D) 7,5 E)8 
B 12. Se tienen los cuadrados ABCD y DEFG 
: C talque (G£ CD) EC y BF seintersecan l6. En el lado AF de un triángulo ADF se 
B a oe ms K 
A E en H, BE interseca a AG y DH enM ubica el punto G tal que AG=K (AF) 
C D : Luego con diámetro GF se traza una 
y N respectivamente si BM = 7 cm, , 
MN = 9 leule NE semicircunferencia de centro O que 
= cm, calcule ; ns 
A P D E A) £ B) 17 C 23 interseca a AD en B y C respectivamente 
5 5 —" erate Ae tan 
A)8 B) 12 C) 10 a A) 2 cm B)3 cm C) 3.5 cm (B € AC) de modo que m< BFD=90 y OD 
D)6 E) 9 D) 5 By D) 3,6 cm E) 4 cm interseca al CF en el punto E. 
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17. 
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pe z BC 
Si mCE =m FE , calcule eb 





Ay K B) Ky2 C) 


D) 2" E) 


En un cuadrado ABCD de lado 18 cm, R 
y S son puntos de AB y CD 
respectivamente tal que AR=6 y SD=15, 
en RS se ubica el punto P desde el cual 
se observa a AR y CS bajo un mismo 
ángulo. Luego en BC se ubica el punto T 


tal que TR+TP es mínimo, calcule TC. 


A) 8 B) 9 C) 10 
D) 11 E) 12 
En el radio OD de una 


semicircunferencia de diámetro CD se 


ubica el punto H desde el cual se traza 
HP+ CD. Luego se trazan las tangentes 


PA y PB (A y B: puntos de tangencia) 
talque AB intersecaala prolongación 


de CD en E, AB y CB intersecan a PH 


en G y F respectivamente. 


Si AB=BE=2(BH), calcule = 


A) 2 B) 3 C)4 
D)5 E)8 


19. 


20. 


Se tiene el triángulo equilátero ABC 
inscrito en una circunferencia C}, luego 
se traza la circunferencia C, tangente a 
C ya AC en los puntos B y P 
respectivamente, la cual interseca a AB 
y BC en los puntos M y F 
respectivamente. La recta PT interseca 
a la prolongación de BA en T y a la 
tangente a C, trazada por C en Q. 


Si (BN\TA) = 20, calcule (NQ) (MB) 


siendo N la intersección de BQ y Os. 


A) 20 B) 10 C) — 


D) — E) 30 


En un triángulo ABC se traza el 
paralelogramo AGDC, siendo G el 


baricentro de la región triangular ABC. 
Luego se ubica el punto medio M de AC 


tal que AD y MD intersecan a BC en E 


y F respectivamente. 


Calcule AE_MF 
ED FD 
a) 2 B) 3 c) 
5 2 5 
2 3 
D)= 3 2 
3 E) i 





CAPÍTULO VII 4 


2). La circunferencia 


22. 


23. 


inscrita en el 
triángulo ABC es tangente a AB, BC y AC 


en los puntos P, Q y S. Los inradios 
de los triángulos QCS, APS, PBQ, 


PQS y ABC son ri; r; r;r y R. 


Halle la relación correcta. 


A)R=r+r +r +r, 
B) 2R =r +r, + r, +r, 
C)3R=r,+r,+r,+r, 
D)4R =Tr+r, +r, +1, 


E)4R+r=r,+r,+r, 


En el grafico 4(MP)=5(MN), r=6 (T, S, A, 


C, Q y B son puntos de tangencia). 
Calcule R. 





A) 46 B) 38 C) 50 
5 5 
D) 30 E) 42 


En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, se ubica en AB el punto E y en EC se 


ubica el punto D tal que BE = BD. 


24. 


Si m4 ABD=2(m< BAD), 7 (DE) = 2 (DC) 
y AD=18, calcule BC. 


A) 12 B) 10 


D) V135 


C) y145 
E) y129 


En una recta se ubican los puntos 
consecutivos A, B, C y D tal que al trazar 
APQC y BMND, 
MNNQC =(T! y QN//PB. 


los cuadrados 


Si m4MQP = 53 y MQ =10, calcule NT. 


A) /772 


C) /73-3 


B) /79-5 
D) 6/3 


E) 4/7 


En el gráfico T y B son puntos de 


calcule TB si 
(AB\PB\BC\BQ) = k. 


tangencia, 
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Relaciones Métricas Ex 
py 


CAPITULO VIII 





Objetivos 


Al finalizar el presente capítulo, el lector estará en la capacidad de: 


© Conocer las principales relaciones entre las longitudes de las líneas asociadas a las figuras geométricas. 


Œ Aplicar correctamente cada teorema para solucionar los problemas. 
©@ Conocer las diferentes maneras de medir las longitudes de proyecciones de segmentos. 


Introducción 


Nos damos cuenta que en nuestro entomo ciertos fenómenos o sucesos están relacionados de alguna 
manera. Por ejemplo en la naturaleza, la temperatura influye en los cambios de estados del agua, en la 
sociedad, todo cambio en lo político y económico esta relacionado con los cambios sociales. 

Así mismo al analizar u observar diversos objetos nos damos cuenta que sus dimensiones se relacionan 
entre sí de acuerdo a la forma que presentan dichos objetos. 

Es así, como en las figuras geométricas estudiaremos las principales relaciones entre las longitudes de las 
líneas que se asocian a ellas; las cuales también eran usados por el hombre en la antigüedad para poder hacer 
diversas medidas angulares o longitudinales relacionándolos con determinadas figuras. 


[Relaciones Métricas en la Circunferencia 


— — CF 





TEOREMA DE LAS CUERDAS 
Al trazar en una circunferencia dos cuerdas secantes en un punto interior, se cumple, que 
los productos de las longitudes de los segmentos determinados en cada cuerda son iguales. 


Se cumple: | ab = mn | 


En el gráfico, AB y MN son cuerdas secantes en el punto interior P. 





CAPITULO Vill 





BA Nam 





t-m- n A 


En el gráfico, AB. diámetro y PH 1 AB 


Se cumple: 
E ? ma | 


- —— ——F 


TEOREMA DE LAS SECANTES 

Al trazar desde un punto exterior a una 
circunferencia dos rectas secantes, se cumple 
que los productos entre las longitudes de los 
segmentos secantes y su parte externa son 


iguales. 





En el gráfico, PAB y PML son rectas 


secantes a la circunferencia trazadas por P. 


PB y PL: segmentos secantes determinados 


PA y PM: parte externa de las secantes. 


Se cumple: Lab mn | 





S es 





P 


m ad 


En el grafico, “ABCD: inscnpnble Sı P es el 
punto de intersección de las prolongaciones de los 
lados opuestos BC y AD. se cumple: 

| bc -ad | 


También, se cumple el recíproco de esta propiedad. 


TEOREMA DE LA TANGENTE 

Al trazar desde un punto exterior a una 
circunferencia una recta tangente y una recta 
secante, se cumple, que el cuadrado de la 
longitud del segmento tangente es igual al 
producto de las longitudes del segmento 
secante y su parte externa. 





En el gráfico, PT es una recta tangente y 


PAB una recta secante. 


PT: segmento tangente. 


` fae 
Se cumple: ka mn | 
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Rayos Isogonales | 
Son dos rayos coplanares a un Angulo que 
tienen como origen el vértice del ángulo y que 


son simétricos respecto a la bisectriz de dicho 


ángulo, es decir, forman con los lados del 
angulo dado, ángulos de igual medida. 





f A p del 4 AOB 


En el gráfico, ‘OP : bisectriz del 4AOB. 


OM y ON : rayos isogonales respecto del 


4AOB. 
Se cumple por definición: 


TAPA 
| m<AOM = m4 BON 


+ La bisectriz de un ángulo es considerado 


una autoisogonal. 


TEOREMA DE LAS ISOGONALES 

En todo triángulo, el producto de las 
longitudes de dos lados, es igual al producto 
de las longitudes de los segmentos isogonales 
respecto al ángulo determinado por estos 
lados, de modo que uno de dichos segmentos 
isogonales se determinó con el tercer lado y el 


otro con la circunferencia circunscrita al 
triángulo. 
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En el gráfico, BP y PQ: segmentos isogonales 
respecto al (ABC. 


TEOREMA DEL PRODUCTO DE DOS LADOS 

En todo triángulo, el producto de las 
longitudes de los lados es igual al producto de 
las longitudes de la altura relativa al tercer 
lado con el diámetro de la circunferencia 
circunscrita a dicho triángulo. 





En el gráfico, R: circunradio del AABC. 


Se cumple: | ac = h(2R) | 


PROYECCIÓN ORTOGONAL 

La proyección ortogonal de un punto 
sohre una recta, es el pie de la perpendicular 
trazada por dicho punto a la recta. Esta 
perpendicular se denomina proyectante y la 
recta eje de proyección. 

La proyección ortogonal de un 
segmento sobre una recta o eje de proyección 
es la parte del eje de proyección comprendida 
entre las proyecciones de los extremos de 
dicho segmento. 





CAPITULO VIII Compendio Académico: 


En el gráfico; si: PP’. Y (Pe Y ), entonces: 
p’: proyección ortogonal de P sobre la recta Y. 


PP’: proyectante de P sobre Y 
“Y : eje de proyección 
A'B': proyección ortogonal de AB sobre Y 


MN': proyección ortogonal de MN sobre T 


Además, si O es la medida del ángulo 


determinado por MN y F. 


Se cumple: 


Preguntas de Investigación 


1. Si dos circunferencias son secantes, 
demostrar que para todo punto exterior a 
las circunferencias que pertenece a la 
recta secante común, las longitudes de 
los segmentos tangentes trazados de 
dicho punto a las circunferencias son 
iguales. 


2. Demostrar que en todo triángulo de 
inradio r y circunradio R, la distancia del 
incentro al circuncentro de dicho 


triángulo es igual a y R(R - 2r) 


Relaciones Métricas en Triangulos Rectangulos 








Según el gráfico, en el SABC. 

AB y BC: catetos 

AC: hipotenusa 

BH: altura relativa a la hipotenusa 

AH y CH: proyecciones de AB y BC sobre 
AC respectivamente. 


En el gráfico: 


| SABC ~ NAHB - SBHC | 


Teorema 1 

En todo triángulo rectángulo, el cuadrado 
de la longitud de un cateto es igual al 
producto de las longitudes de la hipotenusa y 
la proyección de dicho cateto sobre la 
hipotenusa. 


a Ls 
Del grafico: | c~ =bm 
wy 


Ademas: 
Teorema 2 

En todo triángulo rectángulo, el cuadrado 
de la longitud de su hipotenusa es igual a la 
suma de los cuadrados de las longitudes de 
sus catetos. Este teorema lleva el nombre de 
teorema de Pitágoras, en honor a que 
demostró esta propiedad del triángulo 
rectángulo. 


a? ge ae 
Del grafico, se cumple: [ba e? 
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Teorema 3 
En todo triángulo rectángulo el cuadrado 


de la longitud de su altura relativa a la 
hipotenusa es igual al producto de las 
longitudes de las proyecciones de los catetos 
sobre dicha hipotenusa. 

Del gráfico, se cumple: 


f 
|h? =mn | 
Vanse nel? 


Teorema 4 

En todo triángulo rectángulo, el producto 
de las longitudes de sus catetos es igual al 
producto de las longitudes de la hipotenusa y 
la altura relativa a dicha hipotenusa. 
Del gráfico, se cumple: 


Lea = hh] 
att) 


| 


Teorema 5 

En todo triángulo rectángulo, la inversa 
del cuadrado de la longitud de la altura 
relativa a la hipotenusa es igual a la suma de 
las inversas de los cuadrados de las longitudes 
de sus catetos. 
Del gráfico, se cumple: 








B 


A it 
a 


En el gráfico, AH: proyección de la cuerda AP 


sobre el diámetro AB. 


(=? -dm | 








En el gráfico. AB: segmento tangente común 
exterior a las circunferencias tangentes exteriores 


Se cumple: AS 


Además, sí x es el radio de la circunferencia 
tangente a las dos circunferencias y a la recta AB. : 





Se cumple: NE 
MEEA 
ER) 


Preguntas de Investigación 


1. Demuestre que en dos triángulos 
rectángulos semejantes, la suma de los 
productos de sus catetos homólogos es 
igual al producto de sus hipotenusas 
(teorema de Dostor) 

2. Se tiene un hexágono regular inscrito en 
una circunferencia de radio R, demostrar 
que al ubicar un punto en dicha 
circunferencia la suma de los cuadrados 
de las distancias de dicho punto a los 
vértices del hexágeno es igual a 12R? 

3. En una semicircunferencia de diámetro 
AB se ubica el punto P y se traza PH ¿AB 
(H en AB), luego se traza una 
circunferencia tangente a AH en M y 
además tangente aPH y al arco AP, 
también se traza una circunferencia 
tangente a HB en N y además tangente a PH 
y al arco PB. Demostrar que MN es igual 
al doble del inradio del triángulo APB. 


PÍTULO VII 


Com, A 


[ Retaciones Metricas en Triangulos Oblicuangulos 





TEOREMA DE PROYECCIONES 

En todo triángulo, la diferencia de los 
cuadrados de las longitudes de dos lados es 
igual a la diferencia de los cuadrados de las 
longitudes de sus respectivas proyecciones 


sobre el tercer lado. 


Primer Caso: Triángulo Acutángulo 





En el gráfico, AABC: acutángulo. 

AH y HC: proyecciones de AB y BC sobre 
AC respectivamente. 

Se cumple: 

2 o | 


=pn* 


| ate? = M 
al 


wm 





Segundo Caso: Triángulo Obtusángulo 





ESSE 


10 


En el gráfico, AABC: obtusángulo. 

AH, HC: proyecciones de AB y BC sobre AC 
respectivamente. 

Se cumple: 





TEOREMA DE EUCLIDES 
Primer Caso 

En todo triángulo el cuadrado de la 
longitud de un lado que se opone a un ángulo 
agudo, es igual a la suma de los cuadrados de 
dos longitudes de los otros dos lados menos el 
doble producto de las longitudes de uno de 
ellos y la proyección del otro sobre aquel. 





En el gráfico, a<90*. 
AH: proyección de AB sobre AC. 
Se cumple: 


a? =b? - c?-2bm 


Segundo Caso 

En todo triángulo obtusángulo el 
cuadrado de la longitud del lado que se opone 
al ángulo obtuso es igual a la suma de los 
cuadrados de las longitudes de los otros dos 
lados más el doble producto de las longitudes 
de uno de dichos lados y la proyección del otro 
sobre aquel. 





pS t 


m+ b 





En el gráfico, a > 90° 
AH: proyección de AB sobre AC. 





Se cumple: 
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LEY DE COSENOS 

En todo triángulo el cuadrado de la 
longitud de un lado es igual a la suma de los 
cuadrados de las longitudes de los otros dos 
lados menos el doble producto de las 
longitudes de dichos lados por el coseno de la 
medida del ángulo determinado por ellos. 





En la figura, 0° < 8 < 180° 
Se cumple: 


la2=b?+c?-2bc.cos0 





EA Hita" —————— 


Siel cuadrado de la longitud del mayor lado de 
un triángulo es menor, igual o mayor a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de los otros dos 
lados, entonces dicho tmángulo será acutángulo, 
rectángulo u obtusángulo respecuvamente 


TEOREMA DE STEWARD 

En todo triángulo, la suma de los 
cuadrados de las longitudes de los lados 
adyacentes a una ceviana interior 
multiplicados con las longitudes de los 
segmentos opuestos a dichos lados 
determinados por la ceviana en el lado al 
cual es relativa es igual al producto del 
cuadrado de la longitud de dicha ceviana con 
la longitud del lado al cual es relativa más el 
producto de las longitudes dicho lado con los 
segmentos determinados por la ceviana en 
este. 
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En la figura, BD: ceviana interior del AABC 
relativa al lado AC. 


AB y BC: lados adyacentes a la ceviana 
interior BD. 
AD y DC: segmentos determinados por la 


ceviana en AC. 


Se cumple: | c*n + a*m =x*b + bmn | 


TEOREMA DE LA MEDIANA 

En todo triángulo, la suma de los 
cuadrados de las longitudes de dos lados es 
igual al doble del cuadrado de la longitud de 
la mediana relativa al tercer lado más la 
mitad del cuadrado de la longitud de dicho 
tercer lado. 





En la figura, BM: mediana relativa a AC 


AB y BC: lados adyacentes a la mediana BM. 


y 
Se cumple: e + a? z 2x2 A 7] 
2 


e 
o 





CAPÍTULO VIII 


Compendio Académico 





TEOREMA DEL CÁLCULO DE LA BISECTRIZ 
INTERIOR 

En todo triángulo el cuadrado de la 
longitud de una bisectriz interiores igual a la 
diferencia de productos de las longitudes de 
los lados adyacentes y los segmentos 
determinados por dicha bisectriz en el lado al 


cual es relativo. 


í 
B’ N 


` 





Eo ooo 
En la figura, BD: bisectriz interior del AABC 


relativa al lado AC. 


== ----~A, 





j 

f ” 
Se cumple: x*=ca-mn | 
k j 


TEOREMA DEL CÁLCULO DE LA BISECTRIZ 
EXTERIOR 

En todo triángulo, el cuadrado de la 
longitud de una bisectriz exterior (cuyos lados 
adyacentes a la bisectriz sean diferentes en 
longitud) es igual a la diferencia de productos 
de las longitudes de los segmentos 
determinados por la bisectriz en el lado al 
cuales relativa y los lados adyacentes a dicha 
bisectriz. 





En la figura, BE: bisectriz exterior del AABC 


relativa al lado AC (c>a). 


` | ) 
Se cumple: | x%-mn-c: | 


TEOREMA DE HERÓN 

En todo triángulo, la longitud de una altura 
es igual al doble de la inversa de la longitud 
del lado al cual es relativa multiplicado con la 
raíz cuadrada del producto del semiperímetro 
de la región limitada por dicho triángulo con 
la diferencia de dicho semiperímetro y la 
longitud de cada uno de sus lados. 


ws B 





ARO AE TA 

En la figura, BH: altura relativa al lado AC 
del triángulo ABC (acutángulo u 
obtusángulo). 


i h = = Vpip-aXp-BXp-0) 


Se cumple: 





p: semiperímetro de la región triangular ABC. 


_ arbre 
y 2 
Preguntas de Investigación 


1. Demostrar, que la diferencia de los 
cuadrados de las longitudes de dos lados 
de un triángulo es igual al doble producto 
de las longitudes del tercer lado con la 
proyección de la mediana relativa dicho 
tercer lado sobre aquel. 

2. Demostrar que la suma de los cuadrados 
de las longitudes de las tres medianas de 
un triángulo es igual a tres cuartos de la 
suma de los cuadrados de las longitudes 
de los tres lados (Teorema de Both). 

3. Demostrar: que la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los lados de un romboide es 
igual a la suma de los cuadrados de las 


longitudes de sus diagonales. 
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TEOREMA DE EULER 

En todo cuadnlatero, la suma de los 
cuadrados de las longitudes de los cuatro 
lados es igual a la suma de los cuadrados de 
las longitudes de sus diagonales más cuatro 
veces el cuadrado de la longitud del segmento 
que une los puntos medios de dichas 
diagonales. 





AT 


En el gráfico, ABCD: convexo. SiM y N 
son los puntos medios de las diagonales AC y 
BD respectivamente. 
Se cumple: 

LL 

| a?-+b?-c?+d? = m?-n?-4r? | 

ee 


S A 
f Be N 





En el gráfico, 44ABCD: cóncavo en D. Si: M 
y N son los puntos medios de las diagonales 
AC y BD respectivamente. 

Se cumple: 


o 
a?+b2-c242=m2,+p?.4y2 
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TEOREMA DE PTOLOMEO 

En un cuadrilátero inscrito o inscriptible 
en una circunferencia, el producto de las 
longitudes de sus diagonales es igual a la 
suma de productos de las longitudes de sus 
lados opuestos. 





En el grafico, COABCD: inscrito en la 
circunferencia AC=m y BD=n. 


Se cumple: 
——— 
| mn = ac+bd | 





EZ Nota 





En el gráfico, P es un punto de la circunferencia 
circunscrita al triángulo equilátero ABC. 
Se cumple: 
Teorema de Chadú 
~ 7 | 
'C=ath | 
C J 


Además: 
pa 


CAPÍTULO VIII 





TEOREMA DE VIETTE 

En un cuadrilátero inscrito o inscriptible, 
la razón de las longitudes de sus diagonales es 
igual a la razón de la suma de productos de 
las longitudes de los lados que concurren a los 


extremos de cada diagonal respectivamente., 





En el gráfico, C\ABCD: inscrito en la 
circunferencia AC=m y BD=n. 


Se cumple: 





TEOREMA DE ARQUÍMEDES-FAURE 

En un cuadrilátero de diagonales 
perpendiculares inscrito en una 
circunferencia, la suma de los cuadrados de 
las longitudes de sus lados opuestos son 
iguales al cuadrado del diámetro de la 


circunferencia circunscrita al cuadrilátero. 





En el gráfico, R: radio de la circunferencia 
circunscrita al CABCD. 


Si: AC 1BD, se cumple 


ite a ads i 
(ate b?-d? - 4R? | 


2 eee nie 


Además, se cumple: 





TEOREMA DE MARLEN 


En un rectángulo, la suma de los 
cuadrados de las distancias de un punto 
cualquiera a sus vértices opuestos son iguales 





En el gráfico, P es un punto interior al 
rectángulo ABCD. 


Se cumple: 





D 
En el gráfico, P es un punto exterior al 
rectángulo ABCD. 

ERER 
Se cumple: |x*+y?* mn”, 
Tena Sy 
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l. 


En un triángulo ABC de baricentro G, la 
circunferencia que contiene al vértice A 
es tangente a BG en G e interseca a AC 
en M. Si BG=4 y AM=3, calcule MC. 


C)5 
E)6 


A) 6,3 B) 4,2 


D) 3,5 


En un triángulo ABC, AB=C, BC=a y 
AC=b, se ubica su ortocentro H, h,, h, y 
h, son las longitudes de las alturas 


relatıvas a los lados BC, AC y AB 


respectivamente. Calcule: 
(HA)h,+(HB)h, +(HC)h,, si a’+b*+c"=100. 


C) 50 
E) 10/2 


A) 100 B) 40 


D) 25/2 


Se tiene una circunferencia tangente a 
dos lados adyacentes de un cuadrado y 
determina en los otros dos lados 
segmentos cuyas longitudes son 2 y 23 


cm. Calcule el radio de dicha 
circunferencia. 

A) 15 cm B) 16 cm C) 17cm 
D) 18 cm E) 22 cm 


Según el gráfico T y C son puntos de 
tangencia. Si (AB)(BC)(AC)=30, 
(BCPHACY=5 y CM=MP, calcule CN. 


T 
P 
A 
B 
N 
A) 3 B)9 C)6 
D)7 E) 12 


de 


Según el gráfico P, Q y R son puntos de 
tangencia. Si EQ=6/2 y FH=4, calcule 
PF. 

B 





C) 12 
E)9 


A) 10 
D)6 


Segun el grafico A, B y C son puntos de 
tangencia. Si PM = MC, QC = 4 y 
ME=2(MB), calcule PC. 





G) y3 


E) 4 


A) 2/3 B) 3/3 


D) 4/3 


En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, se traza la ceviana interior AQ y en el 
triángulo ABQ se traza la altura BH, 
luego en AC se ubica el punto P tal que 
el cuadrilátero ABHP es un trapecio 
isósceles. Si AH=9, HQ=4, calcule PC. 


A) 12 
D) 13,5 


B)11 C)9,5 


E) 10 


CAPÍTULO VW ammm 
12. 


10. 


1. 


En una recta se ubican los puntos 
consecutivos O, B y C, luego se trazan el 
cuadrante AOB de centro O y la 
senucircunferencia de diámetro BC y centro 
M en un mismo semiplano. Se traza AQ 
tangente a la semicircunferencia en Q y 
secante al cuadrante en el punto P tal que MP 
es tangente al cuadrante. Si (OAXMC 8, 
calcule PQ. 


C) 2 
E) G 


A) 8 B) 2,5 


D)4 


En un triángulo ABC, se traza la altura 
AH, luego en AH se ubica el punto P y 
en BC el punto Q tal que BQ=QC y 
m4CPQ=90°. Si (AB)’-(AC)’=36, calcule 
PQ. 


C)9 
E) 7,5 


A) 6 B) 12 


D) 3 


En un cuadrante AOB de centro O, se 
traza la cuerda AP de modo que la 
prolongación de AP interseca a la OB 

en M tal que 3(AP)=2(PM) y BM=3y5, 


calcule AO. 


ur 


A) 2 


B) 3y¥5 C) 
D) 3,75 E) 


or 


2, 
4, 


Segun el grafico T y Q son puntos de 
tangencia. Si(PQ\XQC)=20, calcule QD 
IN 
N 
f \ p 
OTTON] 00 AC 
~Q = 
E wAN 
A i AB T 
\\ 
\ 
D\ 
A) 243 B) 245 C)4 


E) 4/5 


13. 


E Compendio Académ {co 


En una circunferencia de centro O re 
trazan la cuerda AB, que es el diametro 
de una semicorcunferencia que contiene 
a O y la cuerda PQ que interseca a la 
semicircunferencia en los puntos M y N 
(P, M,N y Qen ese orden: Calcule AB si 
(NP)(NQ)=18 y la distancia de N a AB 


es 2. 
A) 3 B) 3/2 C9 
D)6 E) 12 


Según el gráfico BT es diámetro, AP=1 y 
QC=4, calcule R (T 
tangencia) 


es punto de 

















_ En un tridngulo rectángulo ABC recto en 


P,, P, y P, divulen a la 


A, los puntos P}, 
hipotenusa en cinco partes de igual 
VAP, °=160 


longitud Si (AP, Y=265 \ 


Calcule BC 


A) 16 B) 25 
D) 49 
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15. 


16. 


17. 


Segun el gráfico, r=3 y AP=TB=1, calcule 
¡PQ PRI+QRY. 


A — 
j “o < SK 
NEON 
e \ 
JO 2 Tip 
AÚN] 
/R 
So H 
A ae 
A) 34 B) 50 C) 31 
D) 68 E) 62 


Se tiene el triangulo ABC, luego se traza 
una circunferencia tangente a AB y BC 
en los puntos T y P y secante a AC en los 
puntos Q y R tal que Q « RC. Si 
AQ=QC=3, calcule (ATFYHPCF. 


A) 36 B) 18/2 C) 1243 
D) 18 E) 27 


En el exterior, relativo al lado BC 


de un triángulo rectángulo ABC, 
recto en B se ubica el punto D tal 
que m<DCB = m< DBC = m< DAB. 

Sı AM =MB=2 y AC = 5, calcule DM (M 
punto en AB) 


ai pæ 55 
2 2 


p) 5/6 
2 


Se tiene el triángulo ABC, luego se 
trazan las circunferencias C, y C, 
secantes en lo s puntos B y P tal que 
Pe AC, Ac C,yCe«C,. AB interseca a 
C, en Q y BC interseca a C, en R, luego 


en QR se ubica el punto H tal que 
HP: AC. 


20. 


21; 


Si (APXPCHQHXHR)=36, calcule HP. 


A) 3 B)6 C)9 
D) 4,5 E) 12 


. Según el gráfico L y B son puntos de 


tangencia, si BS=7 y DS=5, calcule la 
longitud de la proyección de EO sobre 


DO. 





L E D 
A) 86/11 B) 85/13 C) 58/13 
D) 58/11 E) 85/14 


Las diagonales AC y BD de un 
cuadrilátero ABCD se intersecan en el 
punto E, si AE=EC=2, DE=1, EB=4 y 
AB+BC=6y2, calcule la suma de las 


longitudes de los dos lados de menor 
longitud. 


A) 5y2 B) 3/2 C) 4/2 
D)3 E)8 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, por A y C se traza una circunferencia 
que interseca a AB y BC en P y Q 
respectivamente, siendo N la proyección 
de Q sobre AC, PCNBN='M), 
PM+MN=12, PA=AN y m4PQB=60°. 
Calcule AM. 


A) 6 B) 8 C)9 
D) 12 E)15 


CAPÍTULO VIII Compendio Académico 


22. 


23. 


24. 


25. 


Desde un punto exterior P a una 
circunferencia se trazan las tangentes 
PA y PB (A y B son puntos de 
tangencia), tomando como diámetro a 


PB se traza una semicircunferencia 


que interseca a PA y AB en Q y R 
respectivamente de modo que 
3(ARY+2(PQYAPB)=64, calcule la 
distancia entre los puntos medios de 


PR y QB. 


A) 16 B)8 C)4 
D) 2 E) 6 


En œl interior de un paralelogramo 
ABCD se ubica el punto P tal que 
(PB) + (PD= 38 y (PAY + (PCY= 56. 
Si m“ABD=90", calcule AB. 


A)1 B)9 13 
DI5 E)6 


En un cuadrilátero ABCD, AB=14, 
BC=30, CD=40 y AD=48. Calcule la 
longitud del segmento que une los puntos 


medios de las diagonales además 
m< ABC+m< ADC=180°. 


A) 5 B) 10 C) 15 
D) 20 E) 25 


En un triángulo ABC, se traza la 
bisectriz interior BD, en BC se ubica el 
punto E tal que míBAC=m=“BDE y en 


AB se ubica el punto F tal que EF//AC. 


26. 


27. 


28. 


Si DE=3 y (BEXBF) = 16 - Calcule BD 


A) 3 B) 4 C)5 
D)6 EB) 7 


En un cuadrado ABCD, con centro en 
A se traza el cuadrante BAD en el cual 
se ubica el punto P tal que BP =2 y 
PD = y2, calcule PC. 


A) 1,6 B) 1,5 C)1 
D) 1,8 E) 2 


En un cuadrado ABCD (AB =6), se 
traza el cuadrante BAD con centro en 
A que interseca a la circunferencia 
inscrita en los puntos M y N. Calcule 
la distancia del centro del cuadrado a 


la cuerda MN. 


ay 3 py 3/2 c) 2v3 
7 5 5 
p 22 py 22 
1 4 


En un triángulo acutángulo ABC de 

incentro I y  circuncentro O, sea 
f C 

m< AIO = 90°. Calcule a 

A) 2.2 B) 1,9 C)1,8 

D) 2 E) 2,1 
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CAPITULO IX 


Objetivos 


Al finalizar el presente capitulo, el lector estará en la capacidad de: 

E] Conocer los principales poligonos regulares y su relación con la circunferencia. 

El Conocer las relaciones métricas entre los principales elementos asociados al polígono regular, tales como 
el circunradio, lados. apotemas, etc. 

© Aprender a dividir una circunferencia en partes congruentes y conocer la construcción de un poligono regular 
con ayuda de una regla y un compás. 


Introducción 


Desde la antiguedad, se sabe que el hombre ha decorado sus 
viviendas con dibujos y ornamentos regulares. Estos gráficos 
repetitivos que nos dan la idea de propagarse indefinidamente en el À e 
espacio se encuentran, hoy en día. en los tapices, en los papeles 
pintados para empapelar paredes. en los enlosados y otros 
revestimientos del suelo, en los adornos arquitectónicos exteriores o 
interiores (mosaicos); también se usa las formas poligonales regulares 
en el diseño de las tuercas, en la distribución de los terrenos, etc. 
Inclusive hay poblaciones en las cuales la distribución de sus 
manzanas tienen una forma poligonal regular. 


La naturaleza también nos brinda ejemplos de estas figuras y de 
esa armonía de proporciones que satisface los sentidos; por ejemplo, 


los cristales de nieve, las ondas en la superficie del agua, el panal de 
abejas, ete. 
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¿QUÉ ES UN POLÍGONO REGULAR? 
Es un polígono equiángulo y equilátero 
a la vez. 


Teorema 
Todo polígono regular se puede inscribir 
y circunscribir a dos circunferencias 


concéntricas. 





En el gráfico, se muestra el polígono 
regular A, A,A A, . . . A, inscrito en la 
circunferencia de radio R y circunscrito a una 
circunferencia de radio r. 


Del gráfico: 

AA)=AA,=....=A,A, =L, 

L,: Longitud del lado de un polígono regular 
de n lados. 


ELEMENTOS ASOCIADOS AL POLÍGONO 
REGULAR 
Centro (0) 

Centro de la circunferencia inscrita y 
circunscrita al polígono regular. 


Inradio (r) 


Radio de la circunferencia inscrita al 
polígono regular. 


Circunradio (R) 
Radio de la circunferencia circunscrita al 
polígono regular. 


Apotema (OH ) 


Es el segmento perpendicular a un lado de 
un polígono regular, trazado desde su centro 
OH = ap, longitud de la apotema del poligono 
regular de n lados 


Ángulo Central (<A,OA,) 

Es un ángulo que tiene su vértice en el 
centro del polígono regular, cuyos lados lo 
determinan los circunradio que pasan por dos 
vértices consecutivos del polígono regular. 
0,: Medida del ángulo central de un 

polígono regular de n lados. 


|, 360% | 


Es, 


n : Número de lados de polígono regular 





Además, en todo polígono regular de n 
lados: 


e Medida del ángulo interior («, ) 


— -—— 


a ee 
| 180° (n-2) | 
A, 





* Medida del ángulo exterior (P,) 


par: 


_ 360° | 





Triangulo Elemental (AA,OA,) 
Es el triángulo determinado por dos 
vértices consecutivos y el centro de un 


polígono regular. 
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Problema 

Calcule la longitud del lado de un poligono 
regular de n lados en función de su 
cincunradio y de la medida de su ángulo 


central 





Resolución 

En el AAOB (Teorema de Euclides) 
(L = R? + R? - 2Rm 

pero, SAHO : 

OH = m = R.cos9, 


Reemplazando 
(L, =2R°-2R. Rcos0, 


p O 
Luego: | L, = Ry2(1-cos0, ) | 


—- o — _—_—— ——_ o 


Problema 
Calcule la longitud de la apotema de un 


polígono regular en función de su circunradio 
y de la longitud de su lado. 





Resolución 
En el D OHA (Teorema de Pitágoras) 


nati 
(ap,) = R- a 


~ 





Problema 

Calcule la longitud del lado de un polígono 
regular de 2n lados en función de su 
circunradio y la longitud del lado del polígono 
regular de n lados inscrito en la misma 
circunferencia. 





Resolución 
En el AAOB (Teorema de Euclides) 
(ba = R* + R?- 2R.ap, 


pero: 

] a > 
OH = äp, = = y4R*- L; 

2 n 
Entonces: 
, o 9 ] ¢ 9 
(L,P=2R"=2H., = y4R”- L“ 

2 n 


mme e a 


| : ~) 
Luego: | L, - Jare- RyaR?-L/ | 


(A 
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Problema 

Calcule la longitud del lado de un polígono 
regular circunscrito a una circunferencia en 
función del radio de la circunferencia y de la 
longitud del lado del polígono regular del 
mismo número de lados inscrito en dicha 


circunferencia. 





En el gráfico 

L,: Longitud del lado del polígono regular 
de n lados circunscrito a la 
circunferencia de radio R 

(, : Longitud del lado del polígono regular 


de n lados inscrito en la circunferencia 


Resolución 
AAOB - ACOD 


pero: 


OQ=R y OF = ap, = Zar? 
2 n 


Reemplazando: 
L, l R 
0o 1l 2_ (2 
n — 4R -l 
Ly 


n 


y 
2R( | 
Luego: | L. - ———2— | 





POLIGONOS REGULARES NOTABLES 


Triángulo Equilátero 





En el gráfico, R es el circunradio del triángulo 
equilátero ABC. 


Ángulo Central 
A 


3 


Lado 
En el KX. BCF (Notable: 30° + 60°) 


2R 5 
L, = = v3 





Apotema 
En el Ey, BCF (Notable: 30° + 60°) 

OP = ap, = = (Teorema de la base media) 
Pero: FC=R = | ap, = 


| 


| oe 
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En el gráfico, R es el circunradio del cuadrado 





ABCD. 
Ángulo Central 
9, = 260" (9 -90" | 
4 N Y 
Lado 
En el Ez. AOB (notable de 459) 
CF 
| L, = Ry2 
Apotema 
En ely, BCD (Por teorema de la base media) 
BC 
OF = ap, = EN 
RVZ | 
ap, = > | 
da | 








En el gráfico, R es el circunradio del exágono 
regular ABCDEF. 
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Ángulo Central 

8, = 360" ó [8s 60 

À 6 naadi 
Lado 


En el AAOB (equilatero} | Lg R | 
om 2 

Apotema 

En el KK. EPO (notable de 30° ^ 60°) 


| R 5 | 
ange VP 


9 , 





OP = ap, = 


a 


Å. 


Octógono Regular 





En el gráfico, R es el circunradio de! octógono 
regular ABCDEFGH. 


Ángulo Central 


G, 
o= , | O, = 45" i 
\ j 


Lado 
En el AAOB (Teorema de Euclides) 
(L,Y = R? + R? — 2R. (OT) 


Pero: OT = = v2 





pao — — -a 
Operando: | L, Ry2-/2) 


—--_— --+-—-_ — 
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Apotema 
En el Rs EJO (Teorema de Pitágoras) 


2 
o mi [La 
ap =R -| 7 


ía 


Reemplazando 


ap = p- | A = a) 


2 


Rf - 
_ Efectuando: m = ¿Y 2 


e a 


Dodecágono Regular 





En el gráfico se tiene el dodecágono regular 
ABCDEFGHIJKL de circunradio R 





Ángulo Central 

A PE | 
à 12 EA. 
Lado 


En el AAOB (Teorema de Euclides) 
(Lia)? = R? + R? - (2R). (OM) 


RY3 


‘) 


.- 


Pero. OM = 


Kfeetuando: | Li Ky2-y3 | 





Apotema 
En el EX GNO (Teorema de Pitagoras: 


| 2 
Api a R'- | ts 
2 


Reemplazando: 


= 2 
ap = e -| R/2-/3 = 4 


Efectuando: ¡Ap,, = — y2 y3 





En el gráfico, se muestra el decágono regular 
ABCDEFGHIJ, de circunradio R. 


Ángulo Central 
= 360_ | O, 30 
10 
Lado 


Enel AAOB (Teorema de la Bisectriz Interior: 
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Resolviendo 
(L,J* +18). (Ljo) - R- =0 


A 
p -R+yR--411)(-R*) 


Y 


— 


A IM 


| | Y5-1 
Luego. L-R 51) 


| ES 


L. 


U a A A A aa 


Apotema 

En el iy FMO (Teorema de Pitágoras) 
dia e 

apy, = R- E 


9 


— 





Reemplazando: 

apu = R- a A A 
2 

Operando: 


A 

HA | 
apo = = y10 + 25 | 
PR ae ceed 


Pentagono Regular 





== Q 
A E 


En el gráfico, se muestra el pentágono regular 
ABCDE de circunradio R. 
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Ángulo Central 


—_—_———— 


360° (a 79 


a ? | 5 i 
oO IS Y 


0, = 





Apotema 


En el AAOF (Teorema de Euclides) 
(lied = R° + R?-2R. ap, 


Reemplazando: 
Lio = e| a 
2 








Lado 


En el Ex, DQO (Teorema de Pitágoras) 


o = ito a A 
2 ES 


> 


Reemplazando: 


Operando: 
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DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN MEDIA Y 
EXTREMA RAZÓN 

Por definición, dividir un segmento en 
media y extrema razón, es dividir al segmento 
en dos segmentos parciales de diferentes 
longitudes, de modo que: la longitud del 
segmento mayor es media proporcional entre 
las longitudes del segmento menor y del 
segmento total. A dicha porción mayor se le 
denomina sección aurea del segmento dado. 





Del gráfico, si P divide en media y 
extrema razón al segmento AB, tal que: 


AP > PB; por definición: 





A A AAA 


-— — — 


| (APF = (PB) (AB) } 


AP : sección aurea de AB 


Reemplazando del gráfico: 


[m 
f 


| 2 r a | 
|X = E —X) | | 
ee 


Despajando x7 +?x-(° =0 





Luego x= 





y5-1 
E se le denonuna número áureo 


Responder las siguientes interrogantes: 


1. En todo decágono regular, ¿la longitud de 
su lado es igual a la longitud de la sección 


áurea de su circunradio? 


2. ¿La longitud del lado de un pentágono 
regular es igual a longitud de la sección 


áurea de su diagonal” 


3. Al determinar un triángulo con un lado 
de un pentágono regular, un lado de un 
decágono regular y un lado de un 
exágono regular que tienen el mismo 
circunradio, ¿de qué naturaleza es el 


triángulo? 


4. Dado un segmento AB y un punto 


P (Pe AB) tal que AP es la sección áurea 
de AB: demostrar que PB es de igual 


longitud que la sección aurea de AP 


5 Calcule en una circunferencia, cuyo 
radio es R, las longitudes de las cuerdas, 


cuyos arcos que subtienden son: 108°, 


135°, 144°, 150°. 
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PROBLEMAS 


l. En un triángulo ABC, con centro en B se 
traza un arco de circunferencia secante a 
AB y BC en M y N; además, dicho arco, 


contiene al ortocentro y al circuncentro 
de ABC. Si MN=a, calcule AC. 


C)a(y5+1) 


E ay5 


A) ay2 Bia 


Di ay3 


2. En el grafico, AD es igual a la longitud 
del lado de un cuadrado de circunradio 
R. Calcule m< DAB. 





A) 10° B) 15° C) 5° 
D) 8° E) 7,5* 


3. Dado un arco de circunferencia AB de 


centro O, en OA, OB y AB se ubican los 


puntos G, C y E respectivamente tal que 
OCDEFG es un exágono regular. Si 


BF NAE ={H) y AO =R; calcule FH. 


A) Ry3 B) Ry? C) Ry31 
3 14 31 

D) Ry17 E) Ry/29 
4 29 


102 


4. 


A 


Dado un exágono regular ABCDEF, en 
EF y AF se ubican los puntos G y S 


respectivamente tal que FG=4GE) y 
AS=2 (SF). Luego se trazan los exágonos 


regulares FGHIJK y SFLPQR, 


QRNAF=(M), “PS NBC=(N}, 


JG NCD=1T), RS NDE={U)}, 


"GH N AB=IV) y W esel punto medio de FG. 
Si el apotema del menor exágono mide 


V3, calcule el perímetro de la región 


exagonal MVNTUW. 
A) 24 B) 12/7 C) 32 
D) 18 E) 15/2 


En un octágono regular ABCDEFGH; con 
centro en A y radio AC se traza CG , con 
centro en F y radio FE se traza EG tal 


que EGNCG =IL). Calcule EL. 
CL 








2 
p) 2442-1 
3 
c) 242 
2 
D) y2 + y2 
E) 2-2 
2 
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6. 


Dado un octógono regular, los puntos 
medios de sus lados son vértices de otro 
octógono. Calcule la razón entre el radio 
de la circunferencia inscrita en el 
segundo octógono y el radio de la 
circunferencia circunscrita al primer 
octogono. 

A) y6+1y2 B) 12442 C) By2+y2 

c 


2 


D) V6+4y2 E) 3+y2 


2 2 


En la región interior de un triángulo 
ABC, de circunradio R, se ubica un punto 
P tal que mi BAC =m< PBC+m<4BCP y 


BP = Ry2-y2. Calcule m< PCB. 


A) 45° B) 30° G) 2 
p) 20 E) 15° 
9 
En un dodecágono regular 


ABCDEFGHIJKL, de centro O, 
LDNAF=(Pj. Si AL=K, calcule OP. 


A) K py K C) 3K 
2 9 2 
D) K p) K3 


En un cuadrilátero convexo ABCD, sus 
diagonales son congruentes. 
Si m4 BAC + m4 BDC = 60°, 

m- CAD + m<4BDA = 30°, y 

(AB? + (CDY = 2- y3 , calcule AC 


A) Y3 B) 2 C)1 


D) y2 E) ¥3-1 


. En la región exterior relativa a BC de un 


Dado un cuadrante AOB de centro O, se 


trazá una circunferencia tangente a AB 
y a la prolongación de OA en Q y T 
respectivamente Luego se traza a 
circunferencia de centro Q que contiene 


aUyT. Si la prolongación de QA se 
interseca con la circunferencia en C 


Calcule | or l 
CT 


a) 3V2 +4 -2/3 


2 

B) 4 + 2/2-/3-y6 
2 

C) 2/2 + 3-6 
2 

D) ¥3+y2+1 

E) 4 +2/2-24/3-y6 


2 


triángulo ABC se ubica el punto N y en 
AC se ubica el punto M tal que AB//MN, 
AB=MC y AC=MN. Si m< NBC=82°30' y 


BC=y2 + y2 + Y3 , calcule BN 





pren 5 scan 
A) ¥2+¥3 B)Y4-Y3  C)y5-y3 
D) y2-y3 Er y2- y2 


En un triángulo ABCm<BAC=2m (BCA) 
la bisectriz exterior correspondiente al 
vértice B se interseca con AC enD 
Si (BC*-(AB'=(ABl¡BC) y AC=4 
Calcule AD 





A) 2/10 + 2/5 Br2y5+1) È 
C) 3 Y5-1) : 
D) 2y¥10-2y5 Ed ; 
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13. En un triángulo ABC se traza la ceviana 


14. 


15. 


16. 
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intenor BP tal que m~“ ABP=30°, 
m : BCA=36" y BC=y5+1. Si la distancia 


de Pa AB es 1, calcule m“ BAP. 


C) 66° 
E) 54° 


A) 36° B) 42° 


D) 48° 


Dado un pentagono regular ABCDE, en 
la prolongación de AE se ubican los 
puntos Fy GiF : EG). luego se ubica el 
punto medio M de ED y se traza el 


pentágono regular FMPQG. 
Si TP” NDA =[NI, calcule m¿DNM. 


C) 24° 
E) 15° 


A) 18° B) 36° 


D) 30° 


En el gráfico Y, v Y, son ortogonales, C 


es punto de tangencia y ABCD es un 


romboide. Calcule mEF 

‘ TA SS 
A) 60 ae O 
B) 90° ior \ XK N 


f / \/ : 
C) 75° | ¿0 E 
D) 72° CLAY 
ES 4 
E) 66° NE / 
A D 


En una circunferencia de diámetro AB, 


se traza la cuerda CD. Las distancias de 


A y Ba CD muden 1 y y5 respectivamente 


Si mCAD=144°, calcule el radio de la 


circunferencia. 
A) 2 B) 1 C)2¥5 
2 


17. 


19. 


En una semicircunferencia de diámetro 
AB se ubica el punto C, exteriormente se 
traza el rectángulo dorado CDEB cuyo 


centro O pertenece a CB. Si DE = |, 


calcule el radio de la semicircunferencia. 
A) 1v5 B) 05+D C) 151) 


8 
pis p—V 104245 


. En un cuadrado ABCD, con centro B se 


traza el arco AC. En AD y CD se ubican 


los puntos M y N respectivamente tal 


que MN es tangente a AC en T, 


BMNAC=1Q!. SiAM+CN=4(y/5 +1) 
y m«CBN= 27", calcule QM. 


A)3 B)4 C) 25 


E) 2/10 


En una circunferencia de diámetro AB, 


en uno de los arcos AB se ubican los 
puntos P y M (P e AM ) tal que 


mAP =27° y mMB=108°. En la otra 


semicircunferencia se ubica el punto N 
tal que MNNPB=[Q) y mBN =63°. Si 


AB=y4+24/2, calcule PQ. 
A) y10-245 


C) 3yy5-1 


D) 110-245 


B) 2/2+y/2 


y 10-245 


2 
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1 Calcul , 
20. Según el gráfico, mAB = 24°, Si alcule BI 
AC+AB=k y AB-ACst, calcule Y5k+t. on a Se 
me E) 2/2 


21. 


22. 





A) R 5+1) 
B) > 10-2/5 


C) = (5-1) 


D) R (5-1) 


E) R 410-275 


En un triángulo acutángulo ABC de 
ortocentro H, se sabe que AH es de igual 
longitud al lado de un exágono regular 
inscrito en la circunferencia circunscrita 
al triángulo y CH es de igual longitud al 
lado de un cuadrado inscrito en al misma 
circunferencia. BH es de igual longitud 
al lado de un polígono regular inscrito en 


la misma circunferencia. 

¿A qué polígono regular corresponde? 
A) octágono B) decagono 
C) hexágono 
D)dodecágono E) nonágono 
En un triángulo acutángulo ABC, la 
moACB = 457; sil es el incentro y O es 


el circuncentro del triángulol ABC tal 


que mtAIO = 90° y Al = 2 y2+y2 


23. 


24. 


25. 


En un polígono regular ABCDEFGH - , 
la m4AEG = 90°. Si AG - AR = 2, 
calcule la longitud del lado de dicho 
polígono regular. 


A)2 (2/3 B) 6-8 C)2 yaefa 


E) 2 y2-/2 


En el gráfico AN = BC y CM = MB, 


D) 2 y2-y/3 


calcule m MN 





A B 
A) 37° B) 45° C) 30° 
D) 36° E) 40° 


Según el gráfico, calcule la medida del 
arco AB ,si P, Q.S y T son puntos de 


tangencia 


A) 90° 
B) 72° 
C) 53° 
D) 75° 
E) 54° 
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Objetivos 
Al finalizar el presente capítulo, el lector estará en la capacidad de: 


@ Conocer las principales regiones planas 
E) Calcular sus áreas en función a ciertas dimensiones de las figuras. 
œ Comparar las áreas de la regiones que presentan ciertas caracteristicas. 


Introducción 


El problema de la determinación de áreas de regiones se remonta a la antiguedad y surgió como producto 
de la actividad práctica del hombre: por ejemplo. ante la necesidad de medir terrenos de cultivos, terrenos para 
viviendas, etc. los cuales estaban limitados por ciertas figuras (líneas cerradas). Pero en este desarrollo surgen 
muchas interrogantes, como por ejemplo, «cómo medir la porción de plano que encierra una linea?, ¿cómo 
podemos comparar la parte de plano encerrada por una lina con la parte de plano que encierra otra? ¿cómo 
podríamos describir la porción de plano que encierra una línea cualquiera y de qué manera podríamos medirla?. 
Todas estas y otras interrogantes admiten respuesta concretas que se van a dar en el presente capítulo, las 
cuales nos darán más claridad en el manejo del área en nuestro propio entorno. 


REGIÓN PLANA 


Es una porción de plano limitada por una línea 


Superficie plana (plano) 


cerrada, también llamada frontera de la región. 
Las regiones principales a tratarse en este capítulo 


son las regiones poligonales (triangular 


, 





cuadrangular) y la región curvilínea (círculo) y 


algunas regiones mixtilíneas. R¡: Región poligonal (pentagonal) 


Ro: Región curvilínea 
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ÁREA DE UNA REGIÓN PLANA 

Es la medida de una región plana, la cual 
resulta de comparar dicha región con otra 
tomada como unidad (región unitaria). 

Entonces, para expresar la medida de una 
región, se tiene que disponer, en primer lugar 
de una unidad de longitud, por ejemplo, el 
metro (m); luego la unidad convencional de 
área es una región cuadrada cuyo lado tiene 
por longitud la unidad de longitud (m). Esta 
unidad de área es la unidad de longitud 
elevado al cuadrado por ejemplo, la unidad es 


el metro cuadrado. 


Superficie N Región plana 


plana 


Región 
unitaria 





En el gráfico 
Si: Ao =n veces (1p7) (n £ R) 


> ¡Ao=n(p5) | 


Ac : área de la región pentagonal 


De esta parte, podemos concluir que el área 
de una región cuadrada es igual al cuadrado 
de la longitud de su lado. 


Gráficamente: 


B arn 
| 
f 
Ae al 


Para calcular el área de la región limitada por 
un rectángulo utilizaremos la expresión 
anterior. 





En el gráfico, los cuadriláteros ABCD y MBPR 
son cuadrados debido a ello, los rectángulos 
AMRQ y RPCN son congruentes, de lo cual se 
concluye que las regiones sombreadas son 
equivalentes. 


Luego: 2A+M+N = (a+b) 
2A+M+N = a°+2ab+b 
Pero:  M=alyN=b* 
entonces: 24= 2ab 
A= ab 


Con esto, comprobamos que el área de la 
región rectangular es igual al producto de las 
longitudes de sus lados (largo y ancho). 


Regiones Equivalentes 
Son regiones planas que tienen igual área. 


Sus formas no son necesariamente iguales 


ee ED 


A 


po, | j 
j > ii PSSS r, ai 
/ A A; / TA \ A ; Cg 7 


f a AA 4 
/ R, R 2 R "S 








En el gráfico se muestran tres regiones R,. R, 


S 'spectivamente 
y R, de áreas A, A, y A, respectivame 


R<>R.<>R >A=A-A, 
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Regiones Congruentes n ET 
Son dos regiones planas que están limitadas por figuras congruentes, tienen igual área, 


En el gráfico, se muestran las regiones R, y 
R, de áreas A, y A, respectivamente 


[Si R,= R, y A,=4,| 
Dr a adcRae 


| 





Área de Regíones Triangulares 


——— a — ño a a a 


¿QUÉ ES REGIÓN TRIANGULAR? 

Es una región plana cuyo contorno es un 
triángulo. 

Ahora pasaremos a estudiar las principales 
expresiones para el cálculo de áreas de 
regiones triangulares en función de la 


longitud de ciertos elementos del triángulo. 





BH : altura relativa a AC 


,— -m —— ~~ 


FÓRMULA BÁSICA 








F bh 
| SAO SE 
El área de una región triangular es igual al a s 
semiproducto de las longitudes de un lado y la 
altura relativa a dicho lado. 
B > E 
EA ma 
_B 
| 
A | 
E 
| 
En el gráfico, BH es la altura relativa a AC A b S, 
Si: AC=b y BH=h = 
y AB y AC : catetos 
Entonces í ; 
A b.c | 
| anc = 3 | 
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CAPÍTULO X A a | 
FÓRMULA TRIGONOMÉTRICA FÓRMULA DE HERÓN 


El área de una región triangular es igual al El área de una región triangular es igual | 
igual a 


semiproducto de las longitudes de dos lados, la raíz cuadrada del product 
| 0 


del 
semiperímetro de la región triangular y la 
difer 


multiplicados con el seno del ángulo 


determinado por dichos lados. i ; 
encia de dicho semiperimetro con la 


longitud de cada uno de los lados. | 





Sy 
AbC 


En el gráfico: AB =c 


AC=b y m4BAC=9 En el AABC: pi 


Entonces p : semiperímetro de la región ABC 


y E 
bA apc = — send | A sauce = Vp(p-al(p- bX p-e) | 4 
anc 35 | | de 4 








FORMULA EN FUNCION DEL INRADIO s} 


El área de una región triangular es igual al 





producto de su semiperímetro con el inradio 


-B l 
N del triángulo correspondiente. 


B ga~ circunferencia inscrita 


[N 





AABC -equilatero A C 
AB = BC = AC =A 


En la figura, 
r: inradio del AABC 


p : semiperimetro de la region ABC 


at? 
o>) 


A AABO 1m] 


a a oo 


b 
— 


——— Tii r 


| 
| A SABC pr | 


l j 
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FÓRMULA EN FUNCIÓN DEL CIRCUNRADIO 
El área de una región triangular es igual al 
cociente del producto de las longitudes de sus 


tres lados con el cuádruplo de su circunradio. 





En la figura, 
R : circunradio del AABC 


| abc | 
| A anc => — | 
| SABC 4R | 





FORMULA EN FUNCION AL EXRADIO 
El área de una región triangular es igual al 
producto de la diferencia de su semiperimetro 


y la longitud de un lado con el exradio relativo 
a dicho lado. 


A 





En la figura, 
R, : Exradio del AABC, relativo a BC 


p : semiperímetro de la región triangular ABC 


Anne = (p-a) R, | 


análogamente, con los otros exradios Rb y Rc. 
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FÓRMULA EN FUNCIÓN DE LOS EXRADIOS y 
EL INRADIO 

El área de una región triangular es igual a 
la raíz cuadrada del producto de los exradios 


y el inradio. 





En el grafico, Ra, Rb y Re son exradios del 
AABC, relativos a sus lados 
r : inradio 


| A AABC = yr R RR. | 
A A e j 


a 


FÓRMULAS ADICIONALES PARA REGIONES 
TRIANGULARES RECTANGULARES 


1. El área de una región triangular 
rectangular es igual al producto de los 
exradios relativos a los catetos. 

En la figura: 
Rb y Rc : exradios relativos a los catetos 
del BY = 


| [An ABC = RR) 


A Ř 


2. El área de una región triangular 
rectangular es igual al producto del inradio 


con el exradio relativo a la hipotenusa. 


PÍTULO X 





En la figura: 
r : inradio del PY ABC. 
Ra: exradio del E ABC, relativo a la 


hipotenusa. 


(As > ane = T R, | 





3. El área de una región triangular 
rectangular es igual al producto de las 
longitudes de los segmentos determinados 


en la hipotenusa por la circunferencia 





inscrita. 
B. 
/— Circunferencia inscrita 
A M C 
mi q 
En la figura: 


AM y MC : segmentos determinados en 


AC por la circunferencia inscrita. 


| Ass ayo = MN | 


A 


4. El área de una región triangular 
rectangular es igual al producto de las 
longitudes de los segmentos determinados 
en la hipotenusa por la circunferencia 


exinscrita relativo a un cateto. 





A T A 


En la figura: AM y MC son segmentos 

determinados en AC por la circunferencia 

exinscrita relativa al cateto BC. 
E A 


- El área de una región triangular 


rectangular es igual al producto de las 
longitudes de los segmentos determinados 
en la hipotenusa por la circunferencia 
exinscrita relativa a dicha hipotenusa. | 





En la figura: 


AM y MC son segmentos determinados en 
AC por la circunferencia exinscrita 


relativa a dicha hipotenusa AC 


IJUUBISUILO ÁQ pauueos 


na 


a A A 


RELACIÓN ENTRE ÁREAS DE REGIONES 
TRIANGULARES 


Es la comparac 
ares mediante el cociente, 


ión de las áreas de dos 
regiones trangul 
esto, comunmente, se determina en regiones 
tmangulares cuyas dimensiones o medidas de 
determinados elementos guardan cierta 


relación. 


Teorema 1 

Si dos regiones triangulares tienen un lado 
de igual longitud, sus areas seran 
proporcionales a las longitudes de sus alturas 


relativas a dichos lados. 


N 





AC Mp 


En el gráfico, AC = ML = b 








Se cumple: 
Pa —) 
Asac _ h| 
f Amı H| 
Teorema 2 


Si dos regiones triangulares tienen una 
de sus alturas de igual longitud, sus áreas 
serán proporcionales a las longitudes de 


los lados a los cuales son relativas dichas 
alturas. 





En el gráfico, BP = NQ =h 








| Asac m 
Se cumple: | — 
sMNL Oo 
ita 
Corolario 


En toda región triangular una ceviana 
interior determina dos regiones triangulares 
cuyas áreas son proporcionales a las 
longitudes de los segmentos que dicha 
ceviana determina en el lado al cual es 


relativa. 





En el gráfico, la ceviana interior BN 
determina las regiones triangulares ABN y 


NBC; se cumple: 
f 
| Asap _ 





Apc n) 


$ 
A 


kame mooo 











M 
—— m ————— m — 


En el AABC, BM : mediana relativa a AC. 
Se cumple: 
| A sanm 7A amec 


Ar ee = 4 
— ee ee 


{TULO 


Teorema 3 
Si dos regiones triangulares tienen uno de 


gus ángulos de igual medida o 
suplementarios, $e cumple que sus áreas son 
proporcionales al producto de las longitudes 
de los lados que determinan a dichos ángulos. 





ler. Caso 
TR 
/ 
/ 
C A L 
y M2 


En el gráfico, m4 BAC=m4NML=ß 





Se cumple: 
2do. Caso 
N 
N 
\ 
A C BS L 
J-- —- b — M!— dr] 


En el gráfico; ABAC y ¿NML : 
suplementarios, es decir: f + 0 = 180”. 


Se cumple: 


Aranc _ be 


C AMNI. 





Acedém 


Teorema 4 


Sı dos regiones triangulares son 


semejantes, se cumple que sus áreas son 
proporcionales a los cuadrados de las 
longitudes de sus líneas homólogas. 





En el gráfico, AABC ~ AMNL 


Se 


cumple: 





K: Razón de semejanza o constante de 


proporcionalidad (razón lineal). 


Esta propiedad de relación de áreas se 
generaliza y se cumple que en dos regiones 
semejantes cualesquiera, sus áreas son 
proporcionales a los cuadrados de las 


longitudes de sus líneas homólogas. 


Analizar las siguientes proposiciones: 


Al trazar en todo triángulo sus medianas, 
las seis regiones triangulares parciales que 


se determinan son equivalentes 


Al ubicar un punto en el interior del 
triángulo y luego unirlo con los vértices, Sl 
las tres regiones triangulares parciales son 
equivalentes, dicho punto es el baricentro 


de la región triangular total 
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¿QUÉ ES REGIÓN CUADRANGULAR? 

Es una región plana cuyo contorno es un 
cuadrilatero; esta región puede ser convexa 0 
no convexa. 

Ahora pasaremos a estudiar las principales 
expresiones para el cálculo de las áreas de las 
regiones cuadrangulares, en función de 
ciertas dimensiones de dicho cuadrilátero. 


FÓRMULA GENERAL 

El área de una región cuadrangular 
convexa o no convexa es igual al 
semiproducto de las longitudes de sus 
diagonales multiplicado con el seno de la 
medida del ángulo determinado por dichas 
diagonales. 








E E pn \ 
/ 42 \ E | \ 
/ A N A 
/ P 
A D M n L 


En la figura, se muestran: 
ÆA ABCD : convexo 
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En el gráfico, se muestran los cuadnláteros de 


diagonales perpendiculares. 


— — —— e 


d;d, | La _ mn | 
AMNEP = ——-| 
2 


A N ABCD = 


—- 





ÁREA DE UNA REGIÓN TRAPECIAL 

El área de una región trapecial es igual al 
producto de la semisuma de las longitudes de 
las bases con la longitud de la altura de dicho 
trapecio. 





En el gráfico, GABCD : trapecio 
BC y AD: bases 
h : longitud de la altura 


A, 
Entonces: ies = =) h | 
EM 


| 
Además, si MN es la base media del trapecio 
ABCD 


o 


Acanco = mh 


PÍTULO X 





Teorema 


- El área de una región trapecial, es igual al 


producto de la longitud de un lado lateral y la 


distancia del punto medio del otro lado lateral 


hacia él. 





En el gráfico, AABCD : trapecio 
0 : longitud del lado lateral CD 
d: distancia del punto medio de AB hacia CD 


Se cumple: 


Anasco = f.d 


ÁREA DE UNA REGIÓN PARALELOGRÁMICA 
Región Romboidal 

El área de una región romboidal es igual al 
producto de las longitudes de un lado y la 
altura relativa a dicho lado. 

€ 
| 
| 


IF 

/ 

/ 

a Pl 
FJ / | 
7 Pa / 


tt mó lo 
A———b ———D H 


En la figura, (7ABCD : romboide 


h : longitud de la altura relativa al lado AD 


A , 


| A ZABCD © oi 


— 


Entonces 


Í n AAA 
Avancy = ab sena 


Además: | 
j 


Región Rombal 


El área de una región rombal es igual al 
semiproducto de las longitudes de sus 
diagonales. 


| f 
p< > 
| 


da 


En el gráfico, J ABCD: rombo 
d, y d, : longitudes de sus ur 


Moo $A CABCD = E 
e Las otras regiones paralelográmicas ya 
han sido analizadas anteriormente 





CASOS ADICIONALES 

Teorema 1 (Fórmula de Bramaghupta) 
El área de una región cuadrangular inscrita 

o inscriptible en una circunferencia, es igual a la 

raiz cuadrada del producto de las diferencias del 


semiperimetro de dicha región cuadrangular con 
la longitud de cada uno de sus lados. 





En el gráfico, /AABCD : inscrito 


p : semiperímetro de la region ABCD 


| Maia ESAT POET TE: 
[Asco = ypas] p- Smi T oe d) j 
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Teorema 2 


El area de una región cuadrangular 
circunserita a una circunferencia es igual al 
producto del semiperimetro de dicha región 
con el radio de la circunferencia inscrita 


(mradio del cuadrilátero”. 





Sr 


qxqSPE_A yq _ _——=— — 


En el grafico, 
¿MABCD: circunscrito a la circunferencia 
R : inradio del cuadrilátero 


p : semiperímetro de la región ABCD 
| A A anco =p. R | 


Aplicando teorema de Pitot en el <\ABCD : 


a+c=b+d 


a+b+c-d 


pero: p= 
p 2 


Entonces: [p=a+c=b+d] 


Teorema 5 

El área de una región cuadrangular 
limitada por un cuadrilátero bicéntrico es 
igual a la raíz cuadrada del producto de las 
longitudes de sus lados. 
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« Cuadrilátero bicéntrico; es aquel 
cuadrilátero inscrito y circunscrito a dos 


circunferencias cuyos centros no coinciden. 





En el gráfico, 
LAABCD : bicéntrico 


o 
| 


| —— 
| AAnascn = yabed 





RELACIÓN DE ÁREAS EN REGIONES 
CUADRANGULARES 


Cuadrilátero Convexo 


N 


A i D 


En el gráfico, M, N, L y T son puntos medios 
de los lados AB, BC, CD y AD 
respectivamente. 


Se cumple: 


EIMNLT 7 


Arma = ÁCABCD 


ademas, SJMNLT : paralelogramo 


PÍTULO X 





Cuadrilátero No Convexo 


B 


SS 


A C 


En el gráfico, M, N, L y T son los puntos 
medios de los lados AB, BC, CD y AD 


respectivamente. 


Se cumple: 


r 
la - AAABCD | 
CIMNLT = 2 i 


A, 


Cuadrilátero Convexo 





En el gráfico, 
L\ABCD: convexo, las diagonales se 


intersecan en P 


se cumple: 





Arno XAscpp) = (Agape Asano?) | 


es decir: 


[M. N=S,. S, 


Compendio Acadi 


EA voa oo 


M 





N 


En el gráfico (1), AABCD : convexo, BM=MC y 
AN=ND 
Se cumple 


Agquucy = Acuach 


moma OE 


) 


En el grafico (2), AABCD - convexo, BM=MD 
Se cumple. 





-—— 





AD acu =A Aco i 


En Regiones Trapeciales 





En el gráfico, BC//AD 


Se cumple: 


- 
lA =Å | 
f j — ac 1D 
¿22408 E COD j 


además: 


— 


(S'= M.N] 
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En el grafico, BC//AD 
M - punto medio de CD 


Se cumple: 


A= Bag 


te PPVS PP PP 


ÉSA nota —— 


—(— ae (— 





A N 


— t — >t 





En el gáfco, AABCD : trapecio (BC/AD). M 
y N son puntos medios de las bases 
Se cumple: 


‘ 
A any = A vuco | 


En Regiones Paralelogramicas 
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En el gráfico, ABCD : paralelogramo y Pr C 


Se cumple: 
fn o) 
A = AABCD | 
AAPD 2 | 
a eee 


también, se cumple si el punto P pertenece a 


la prolongación de BC o de CB. 





En el gráfico, JABCD : paralelogramo 
P : punto interior al paralelogramo. 


Se cumple: 
( 


Asare + Asrep = ARCO | 
No 











En el gráfico, P es un punto exterior al 
paralelogramo ABCD, relativo al lado CD. 


Se cumple: 





Área de kegun Circulares 





— a 
AA 
a 


¿QUÉ ES UN CÍRCULO? 

lis una porción de plano cuyo contorno es 
una circunferencia. 

Ahora pasaremos A estudiar el cálculo del 
área del círculo y además definir y calcular el 


área de las principales porciones de círculo. 


ÁREA DE UN CÍRCULO 


E R 


d 


| 


En el gráfico: 
R : radio del círculo 


a 


) 
d: diámetro | A. = TR? | 
See 
AA 
También: ¡As = — | 
Lo a 
CORONA CIRCULAR 


Es aquella región plana limitada por dos 


circunferencias concéntricas. 





En la figura, las circunferencias de radios R y 


r determinan la corona circular. 


o —__- —- -—— -—~ 


n (R? 2) | 


| torona 


O A 
pl 


f + f 
Pambién, si T es punto de tangencia y AB=a 


Se cumple 


SECTOR CIRCULAR 


Es aquella porción de círculo limitada por 
un ángulo central y su arco correspondiente 





En el gráfico: 
R : radio del sector circular AOB 
6 : medida del angulo central 





Además: 
L : longitud del arco AB 


A - 
a 
a de fi 

ys i 
l 


SEGMENTO CIRCULAR 

Es aquella porción de círculo limitada por 
una cuerda de dicho circulo y el arco que 
subtiende dicha cuerda. 





oad E 
<> 
/ R\O R \ 

o' j 
\ 
\ R 
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